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基于最小秩方法的结构损伤识别

朱　子，董　聪
（清华大学 土木工程系，北京　１０００８４）

摘要：针对结构损伤识别中的最小秩方法存在的问题，经过研究发现，对测试模态进行关于质量矩

阵的正交归一化可保证反演后刚度矩阵的对称性；提出了一种迭代修正算法，可保持反演结果的稀

疏性；基于模态力余量，定义了一种损伤指标来预先判定结构损伤单元的位置，并可据此选取合适

的测试模态阶数进行反演计算。数值试验结果表明，改进后的方法在考虑测试模态误差的情况下

可对结构的损伤进行精确的定位和标定。
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０ 引　言

结构在服役期间的各种荷载作用下会产生不同

程度的损伤，从而使结构功能退化，甚至导致灾难性

事故的发生。如何在结构损伤发生的早期阶段对损

伤进行识别和评估，是土木、机械及航空等领域广受

重视的研究课题［１］。目前各国学者的研究热点是基

于结构振动特性的损伤诊断方法，这类方法避免了

传统的无损检测技术，如目视、Ｘ光、超声波、工业

ＣＴ等方法仅适用于结构损伤局部探测的限制，满

足了目前人们对大型复杂结构进行损伤探测的需

求，已广泛应用于桥梁［２］、海洋平台［３］等结构的健康

检测。

基于振动特性的结构损伤诊断方法可以分为两

大类：基于反演的和无反演的。无反演类方法主要

通过结构损伤前后频率、模态、曲率模态、应变能等

动力指纹的变化对结构损伤进行识别。反演类方法

借助有限元模型，通过矩阵优化、人工神经网络等方



法对结构损伤进行反演，有助于实现对损伤进行精

确的定位和标定［４］。

在结构发生损伤的早期阶段，损伤往往集中在

少数单元，因此由损伤导致的结构总体刚度矩阵的

变化Δ犓的秩较小。以三维空间桁架单元为例，其

单元刚度矩阵的秩仅为１，则单杆损伤对应的Δ犓

的秩也为１。基于以上认识，Ｚｉｍｍｅｒｍａｎ等提出基

于最小秩理论的结构损伤识别方法，指出对损伤结

构的模态力余量方程进行求解，可反演得到结构总

体刚度变化矩阵Δ犓的最小秩解
［５］。最小秩方法在

数值计算中具有以往最小范数、最小二乘解难以比

拟的优越性，但其本身存在的问题是：①没有保证刚

度矩阵的对称性，即不一定满足Δ犓
Ｔ＝Δ犓；②没有

保证刚度变化矩阵Δ犓与总体刚度矩阵犓 相一致的

稀疏性，即不一定满足当犓犻犼＝０时，一定有Δ犓犻犼＝

０，从物理意义上说，算法可能会凭空产生一些实际

不存在的支撑刚度；③反演得到的Δ犓 的秩取决于

参与计算的测试模态的阶数。本文中就以上３个问

题进行探讨，并提出相应的解决方法。

１ 最小秩方法

无阻尼自由振动时结构振动的特征方程为

　　　　　（犓－ω
２
犼犕）犼＝０ （１）

式中：犓、犕 分别为结构的刚度矩阵、质量矩阵；ω犼为

对应的第犼阶频率；犼为第犼阶的位移模态向量。

结构损伤通常不会影响结构的质量特性，因此

可认为损伤前后结构的质量矩阵 犕 保持不变。设

损伤后结构刚度矩阵为犓ｄ，第犼阶自振频率为ωｄ犼，

第犼阶位移模态为ｄ犼。结构刚度矩阵的变化为

Δ犓＝犓ｄ－犓，则有损结构的振动特征方程为

　　　（犓＋Δ犓－ω
２
ｄ犼犕）ｄ犼＝０ （２）

式（２）可改写为

　　　Δ犓ｄ犼＝（ω
２
ｄ犼犕－犓）ｄ犼＝Δ犉犼 （３）

式中：Δ犉犼为第犼阶振型的模态力余量。

由犿（犿≤狀，狀为结构自由度）阶测试模态数据

可得

　　　　　Δ犓ｄ＝Δ犉 （４）

式中：ｄ＝（ｄ１，ｄ２，…，ｄ犿）；Δ犉＝（Δ犉１，Δ犉２，…，

Δ犉犿）。

式（４）即为损伤结构的模态力余量方程，结构的

损伤识别可归结为对式（４）的求解。

Δ犓的最小范数最小二乘解为

　　　　　Δ犓＝Δ犉
＋
ｄ （５）

式中：＋ｄ 为ｄ的 ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ广义逆。

如果式（４）中Δ犉列满秩，即ｒａｎｋ（Δ犉）＝犿，则

Δ犓的最小秩解为

　　　Δ犓＝Δ犉（Δ犉
Ｔｄ）

－１
Δ犉

Ｔ （６）

试验和仿真结果显示，采用式（６）的识别结果比

式（５）的结果要好。从物理分析的角度对此作出解

释为：通常损伤是一种局域现象，在损伤发生的早期

阶段，损伤单元的数目相对而言不会太多，尤其是对

于实验室试验，预制的损伤单元通常是一个或几个，

最小秩解在数学上最有可能满足这些要求；而最小

范数最小二乘解倾向于在整体刚度矩阵中抹平损伤

带来的影响，不能在局部突出损伤造成的峰值。

对引言中所述的最小秩方法存在的３个问题，

下面将逐一讨论。

１．１ 对称问题

由式（６）可知，只有 Δ犉
Ｔｄ 满足对称要求，即

Δ犉
Ｔｄ＝

Ｔ
ｄΔ犉 时，最小秩解 Δ犓 是对称的。将式

（３）写成矩阵形式

　　　Δ犉＝犕ｄΛｄ－犓ｄ （７）

由Λｄ＝ｄｉａｇ（ω
２
ｄ１，ω

２
ｄ２，…，ω

２
ｄ犿），得

　　　Δ犉
Ｔｄ＝Λｄ

Ｔ
ｄ犕ｄ－

Ｔ
ｄ犓ｄ （８）

　　　
Ｔ
ｄΔ犉＝

Ｔ
ｄ犕ｄΛｄ－

Ｔ
ｄ犓ｄ （９）

对比式（８）、（９），易知当Λｄ
Ｔ
ｄ犕ｄ＝

Ｔ
ｄ犕ｄΛｄ

时，有Δ犉
Ｔｄ＝

Ｔ
ｄΔ犉，因此，当损伤后振型满足关于

质量阵正交归一，即Ｔｄ犕ｄ＝犐犿×犿时，必有最小秩解

Δ犓满足对称性要求。当上述条件不满足时，也可

对结果采取强制对称

　　　Δ犓
＝
１

２
（Δ犓＋Δ犓

Ｔ） （１０）

１．２ 稀疏性问题

在最小秩求解中，并不能保证当犓犻犼＝０时，一

定有Δ犓犻犼＝０。从物理分析的角度讲，此约束的意

义是，如果原始结构在某个自由度上没有刚度，则结

构损伤后在该自由度上也不应该存在刚度。此约束

保证了损伤后的结构保持与原结构相一致的荷载

路径。

由此可以考虑通过迭代算法，把稀疏性约束条

件考虑进去。对最小秩解采取如下修正：若犓犻犼＝

０，则置Δ犓犻犼＝０，得到修正后的总刚度矩阵犓
＝

犓＋Δ犓，然后以犓为动态矩阵进行反复迭代和修

正以求得收敛解。

１．３ 测试模态阶数选取问题

最小秩求解要求Δ犉列满秩，若所得的Δ犉不

满足列满秩的要求，则可在Δ犉中选取合适的列向

量，组成新的列满秩矩阵后再按式（６）进行求解。另

８３ 建筑科学与工程学报　　　　　　　　　　　　　　　２００６年



外由反演得到的Δ犓的秩取决于参与计算的Δ犉的

秩，即ｒａｎｋ（Δ犓）＝ｒａｎｋ（Δ犉）＝犿，因此希望选取合

适的测试模态阶数进行反演计算。

考察式（３）可知，若 Δ犓 中第犻行各元素为０

时，模态力余量Δ犉犼 中的第犻行各元素必为０，故

Δ犉犼中的非０项可作为损伤指标，对发生损伤的自

由度以及损伤单元的数目进行初步判断。定义损伤

指标为

　　　犱＝
１

犿∑
犿

犼＝１

Δ犉犼
‖ｄ犼‖

（１１）

犱的非０项对应了损伤所在的自由度，结合有

限元模型，即可判定存在损伤的单元。依据初步判

定的损伤单元的数目，选择相应的测试模态阶数进

行计算。对于桁架结构，各杆损伤对Δ犓的秩的影

响为１，若确定存在损伤的单元数目为狀，则只需保

证参与计算的Δ犉的秩为狀即可。为保证计算结果

的准确性，笔者倾向于选择对损伤指示较好的模态

残余力向量Δ犉犼。

２ 算 例

算例为７２杆空间桁架，结构如图１所示。设材料

弹性模量为２０６×１０９Ｐａ，剪变模量为７９×１０９Ｐａ，密度

图１ ７２杆桁架结构

犉犻犵．１ ７２犅犪狉犜狉狌狊狊犛狋狉狌犮狋狌狉犲

为１０００ｋｇ·ｍ
－３，未

损伤时各杆截面面

积均为４×１０－４ ｍ２。

图１中犔＝５ｍ。设

定杆４１（图１中的加

粗线）发生损伤，有

效截面积减小５０％，

测试结构损伤后前５

阶频率和模态。

首先通过结构

损伤后的测试频率

和模态，由式（１１）计

算损伤指标犱。图２为无测试模态误差情况下犱的

柱状图，图３为考虑１％测试模态相对误差情况下犱

的柱状图。由图２、３可知，第２７、３９自由度上发生

的损伤，对应了２个不同的节点，结合有限元模型，

可判断为单杆损伤，且损伤单元为杆４１。对比图２、

３可知，式（１１）定义的损伤指标犱在一定测试模态

误差的情况下，对损伤位置也能做出较好的指示。

由损伤指标犱可判定损伤单元数目为１，对于

桁架结构，对应的实际损伤Δ犓的秩为１，故最小秩

反演只需第１阶测试模态。不妨取结构损伤第１阶

图２ 损伤指标犱（无测试模态误差）

犉犻犵．２ 犇犪犿犪犵犲犐狀犱犲狓犱（犖狅狀犲犈狉狉狅狉狅犳犜犲狊狋犻狀犵犕狅犱犪犾）

图３ 损伤指标犱（１％测试模态相对误差）

犉犻犵．３ 犇犪犿犪犵犲犐狀犱犲狓犱（１％ 犚犲犾犪狋犻狏犲

犈狉狉狅狉狅犳犜犲狊狋犻狀犵犕狅犱犪犾）

测试模态进行计算，由式（６）反演得到Δ犓的最小秩

解。图４、５分别为无测试模态误差情况下和考虑

１％测试模态相对误差情况下Δ犓的最小秩反演结

果。由图４、５可知，在无测试模态误差情况下，Δ犓

的最小秩解精确地反映了结构实际损伤的状况，而

随着测试模态相对误差的引入，反演结果存在一定

程度的误差。

图４ Δ犓最小秩反演结果（无测试模态误差）

犉犻犵．４ 犕犻狀犻犿狌犿犚犪狀犽犐狀狏犲狉狊犻狅狀犛狅犾狌狋犻狅狀犳狅狉Δ犓

（犖狅狀犲犈狉狉狅狉狅犳犜犲狊狋犻狀犵犕狅犱犪犾）

在误差存在的情况下，犓犻犼＝０处，置Δ犓犻犼＝０，

则可得到最小秩解Δ犓置０后的结果，见图６。由于

一些实际不存在的刚度被消除，提高了识别的准确

程度。由Δ犓中损伤对应的峰值，可计算得到杆４１
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的损伤程序为４２．３％，低于实际设定的损伤程序。

采用迭代算法，迭代两步后Δ犓 的结果如图７

所示。误差进一步消除，且由峰值可计算得到杆４１

图５ Δ犓最小秩反演结果（１％测试模态相对误差）

犉犻犵．５ 犕犻狀犻犿狌犿犚犪狀犽犐狀狏犲狉狊犻狅狀犛狅犾狌狋犻狅狀犳狅狉Δ犓

（１％ 犚犲犾犪狋犻狏犲犈狉狉狅狉狅犳犜犲狊狋犻狀犵犕狅犱犪犾）

图６ Δ犓最小秩置０结果（１％测试模态相对误差）

犉犻犵．６ 犕犻狀犻犿狌犿犚犪狀犽犛狅犾狌狋犻狅狀犳狅狉Δ犓犃犳狋犲狉

犛狆犪狉狊犻狋狔犘狉犲狊犲狉狏犻狀犵犘狉狅犮犲犱狌狉犲

（１％ 犚犲犾犪狋犻狏犲犈狉狉狅狉狅犳犜犲狊狋犻狀犵犕狅犱犪犾）

图７ Δ犓最小秩两步迭代结果（１％测试模态相对误差）

犉犻犵．７ 犕犻狀犻犿狌犿犚犪狀犽犛狅犾狌狋犻狅狀犳狅狉Δ犓

犃犳狋犲狉犐狋犲狉犪狋犻狏犲犚犲狊狌犾狋狅犳犜狑狅犛狋犲狆

（１％ 犚犲犾犪狋犻狏犲犈狉狉狅狉狅犳犜犲狊狋犻狀犵犕狅犱犪犾）

的损伤程度为４８．７％。由此可见，采用迭代算法，

可使反演结果逐步接近真实值。

３ 结 语

（１）最小秩方法在给出未损伤结构的准确有限

元模型的基础上，只需测试结构损伤后少数几阶自

振频率和振型，即可对结构损伤进行准确的定位及

标定。

（２）对测试模态振型关于质量矩阵正交归一化

处理，即能保证反演结果的对称性。

（３）原结构刚度为０处，反演结果也不应该存在

支撑刚度。对最小秩结果进行对应的置０处理后，

可提高损伤识别的准确程度。采用迭代算法，可使

反演结果逐步接近损伤的真实值。

（４）Δ犓的最小秩解的秩总是和测试模态的阶

数相同。为保证反演的准确性，可通过式（１１）定义

的损伤指标对损伤单元数目进行预先判定。
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