
第２３卷　第３期

２００６年９月

建筑科学与工程学报

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅａｎｄＣｉｖｉｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ

Ｖｏｌ．２３　Ｎｏ．３

Ｓｅｐｔ．２００６

文章编号：１６７３２０４９（２００６）０３００５００４

收稿日期：２００６０６１５

作者简介：楼梦麟（１９４７），男，浙江余姚人，教授，博士生导师，工学博士，Ｅｍａｉｌ：ｌｍｌ＠ｍａｉｌ．ｔｏｎｇｊｉ．ｅｄｕ．ｃｎ。

低矮小开口剪力墙自由振动问题的半解析解

楼梦麟，李守继
（同济大学 土木工程防灾国家重点实验室，上海　２０００９２）

摘要：针对低矮小开口剪切型剪力墙，研究基于直接模态摄动法原理的结构动力特性的半解析分析

方法。首先把低矮小开口剪力墙视为变截面的剪切型悬臂结构，依据连续系统动力分析原理建立

剪切型剪力墙自由振动分析的变系数微分方程；然后利用等截面剪切型悬臂结构模态函数的解析

解和直接模态摄动法原理，考虑剪力墙中小开口对系统特征值和主模态所带来的影响，并进行修

正；最后应用Ｒｉｔｚ变换，将低矮小开口剪力墙的自振特性分析问题转化为一组非线性代数方程的

求解问题，进而求得该类剪力墙自振特性的近似半解析解。算例结果表明，该方法对以剪切变形影

响为主的低矮小开口剪力墙动力分析简便有效。
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０ 引　言

在城镇临街建筑中，广泛采用底部框架抗震墙

结构［１６］，为提高该类结构底部框架的抗侧刚度，需

设置若干道钢筋混凝土剪力墙。因其设置在底部

一、二层，高度较低，多属低矮剪力墙［７］。应用有限



元单元对剪力墙结构进行动力特性分析，虽然可以

得到比较精确的解，但由于所求的自由度数太多，建

模及数据准备的工作量相当大，需要耗费大量的机

时［８］，而且不易获得便于工程设计的截面弯矩和剪

力等参数。此外，ＡＮＳＹＳ等通用有限元程序多按

弯曲变形为主进行分析计算［９］，对于以弯曲变形为

特征的高层剪力墙的计算无疑较为精确，但低矮剪

力墙却以剪切变形为主，这类计算方法并不适用。

笔者将利用连续系统的直接模态摄动法［１０１２］的基本

原理，建立求解低矮开洞剪力墙模态特性半解析解

的近似计算方法。

１ 动力方程

一榀低矮小开口剪力墙可看作为一根剪切悬臂

梁。一般情况下，梁变形以弯曲变形为主，但当梁的

跨高比值犾／犺较小时，只需考虑梁的剪切变形而不

计其弯曲变形，因此，低矮剪力墙横向振动时的振动

方程［１３］为

　


狓
［犽′犌犃（狓）

狔（狓，狋）

狓
］－ρ犃（狓）


２
狔
狋
２＝狆（狓，狋）（１）

式中：犽′为与横梁截面形状有关的剪切系数；ρ为材

料密度；犌 为剪切弹性模量；犃（狓）为横截面面积；

狆（狓，狋）为横向激励。应用分离变量法求解低矮剪

力墙横向振动主模态函数，即令

　　　　狔（狓，狋）＝珔φ（狓）珚犵（狋） （２）

同时取狆（狓，狋）＝０，代入式（１）可得求解变截面剪切

梁模态特性的微分方程

　
ｄ

ｄ狓
［犽′犌犃（狓）

ｄ珔φ（狓）

ｄ狓
］＋珔λρ犃（狓）珔φ（狓）＝０ （３）

式中：珔λ＝珔ω
２，珔ω为自振圆频率。

相应地，等截面剪切悬臂梁横向振动主模态函

数按式（４）确定

犽′犌犃０φ
″（狓）＋λρ犃０φ（狓）＝０ （４）

式中：犃０ 为等截面剪切悬臂梁的横截面面积。利用

边界条件可求得式（４）的各阶特征值λ犻和对应的主

模态函数φ犻（狓），φ犻（狓）满足正交性，即

　　　　　∫
犾

０
ρ犃０φ犻（狓）φ犼（狓）ｄ狓＝δ犻犼犿


犻犼 （５）

　　　　　∫
犾

０
犽′犌犃０φ

″
犻（狓）φ犼（狓）ｄ狓＝λ犻δ犻犼犿


犻犼 （６）

式中

　　　　　δ犻犼＝
１　犻＝犼

０　犻≠
烅
烄

烆 犼
　。

２ 直接模态摄动法

直接求解式（４）获得变截面剪切梁振动模态特

性的解析解是有较大困难的。已有的研究工作表

明：基于Ｒｉｔｚ变换的直接模态摄动法是求解这类变

系数微分方程的有效方法，笔者应用这一方法的基

本原理，建立求解变截面剪切梁模态特性半解析解

的近似计算方法。

首先，把变截面剪切梁在狓（沿梁长方向）截面

处的抗剪刚度和单位梁长的质量分别表示为

　　犽
′犌犃（狓）＝犽′犌犃０＋犽

′犌Δ犃（狓） （７）

　　ρ犃（狓）＝ρ犃０＋ρΔ犃（狓） （８）

式中：Δ犃（狓）为狓截面处的横截面面积增量。

式（７）、（８）表明：变截面剪切悬臂梁的横向剪切

振动系统可看作等截面悬臂梁横向剪切型振动经质

量和抗剪刚度两参数修改而得的新的横向剪切型振

动系统。当质量和抗剪刚度修改量较小（如小开口

剪力墙）时，新横向振动系统的特征值珔λ犻 和对应的

主模态函数珔φ犻（狓）可在原等截面剪切梁横向振动的

特征值λ犻，以及对应主模态函数φ犻（狓）的基础上进

行简单的摄动分析而近似求得，即

　　　珔φ犻（狓）＝φ犻（狓）＋Δφ犻（狓） （９）

　　　珔λ犻＝λ犻＋Δλ犻 （１０）

式中：第犻阶主模态函数的修正量Δφ犻（狓）为原等截

面横向剪切振动系统除第犻阶主模态函数以外的其

他主模态函数的线性组合，即

Δφ犻（狓）≈ ∑
犿

犼＝１，犼≠犻
φ犼（狓）狇犼 ＝∑

犼



φ犼（狓）狇犼 （１１）

　　由式（９）～（１１）可知：只要求得Δλ犻（犻＝１，２，…，

犿）和狇犼（犼＝１，２，…，犿，犼≠犻），则变截面剪力墙横向

剪切型振动的第犻阶特征值珔λ犻和对应的主模态函数

珔
φ犻（狓）可近似求得。

将式（７）～（１１）代入式（３），式（３）两边同乘以

φ犽（狓）（犽＝１，２，…，犿）后沿梁长犾积分，并考虑主模

态的正交性得

　Δλ犻（δ犻犽犿

犻犽 ＋Δ犿犻犽）＋∑

犼


｛［（λ犻－λ犼）δ犼犽犿


犼犽 ＋

　　　λ犻Δ犿犼犽－Δ犽犼犽］狇犼｝＋Δλ犻［∑
犼


（δ犼犽犿


犼犽 ＋

　　　Δ犿犼犽）狇犼］＝Δ犽犻犽－λ犻Δ犿犻犽 （１２）

式中

　Δ犽犻犽 ＝－∫
犾

０
φ犽（狓）

ｄ

ｄ狓
［犽′犌Δ犃（狓）φ

′
犻（狓）］ｄ狓；

　　　Δ犿犼犽 ＝∫
犾

０
ρΔ犃（狓）φ犼（狓）φ犽（狓）ｄ狓。

展开式（１２），整理合并，写成矩阵形式，并令

Δλ犻＝λ犻狇犻可得

　　　（犃犻＋Δλ犻犅）狇犻＝狆犻 （１３）

式中：犃犻＝（λ犻－λ犼）犿

犻犻 ＋λ犻Δ犿犻犼－Δ犽犻犼，其中，等号右
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边第一项为以（λ犻－λ犼）犿

犻犻 为元素的对角阵，当犻＝犼

时，该项为λ犻犿

犻犻，矩阵Δ犽犻犼中第犻列元素均为０；犅＝

Δ犿犻犼＋犿

犻犼，当犻≠犼时，犿


犻犼＝０；狆犻＝Δ犽犻犼－λ犻Δ犿犻犼，即

元素为Δ犽犻犼－λ犻Δ犿犻犼的犿×１阶列向量。

利用迭代法求解式（１３），即

　　　（犃犻＋Δλ
犾－１
犻 犅）狇犻

犾＝狆犻 （１４）

式中：Δλ
犾－１
犻 为第犻阶第犾次迭代求得的变截面梁特

征值的摄动量，初始迭代时令Δλ
０
犻＝０。

由式（１４）利用迭代法即可求得低矮小开口剪力

墙的第犻阶模态特性的近似解；依次令犻＝１，２，…，

犿，可求得系统的前犿阶模态特性的近似解。

３ 算　例

某４层低矮开有窗户的剪力墙立面如图１所

示，分析其横向自振周期和振型，即主模态函数。剪

力墙各参数为：层高犺＝３．２ｍ，宽度犅＝１２．６ｍ，厚

度犫＝０．１５ｍ，剪力墙高宽比值犎／犅＝１．０１６；各窗

户尺寸均为１．６ｍ×１．５ｍ；混凝土剪切弹性模量犌＝

１１．０×１０６ｋＰａ，密度ρ＝２５００ｋｇ·ｍ
－３，泊松比υ＝

０．２。对平面应力单元（网格尺寸为０．２ｍ×０．２ｍ）

采用ＳＡＰ２０００分析、考虑弯曲变形和剪切变形（本文

方法）３种不同计算方法对其进行横向自由振动分

析，在本文方法中共取等截面横向剪切梁前８阶振

型。表１为该剪力墙前４阶振型的周期；图２～４为

该剪力墙分别按本文 方法、考虑弯 曲 变 形 和

ＳＡＰ２０００计算的前３阶振型曲线，其中，以剪力墙

顶部振型为１。从图２～４可以看出，本文前２阶振

型计算结果与ＳＡＰ２０００计算结果接近，但与以弯曲

变形为主的计算结果相差较大，表明低矮剪力墙横

向自振特性主要由剪切变形控制；另外，从图２～４

可以看出：高振型剪切变形时剪力墙下部比顶部的

图１ 剪力墙立面（单位：犿犿）

犉犻犵．１ 犈犾犲狏犪狋犻狅狀狅犳犛犺犲犪狉犠犪犾犾（犝狀犻狋：犿犿）

变形大，这与振动时下部受到较大剪力作用相吻合。

图２ 第一阶振型

犉犻犵．２ 犜犺犲犉犻狉狊狋犕狅犱犲狅犳犞犻犫狉犪狋犻狅狀

图３ 第二阶振型

犉犻犵．３ 犜犺犲犛犲犮狅狀犱犕狅犱犲狅犳犞犻犫狉犪狋犻狅狀

图４ 第三阶振型

犉犻犵．４ 犜犺犲犜犺犻狉犱犕狅犱犲狅犳犞犻犫狉犪狋犻狅狀

表１ 低矮小开口剪力墙前４阶振型的周期犜犻比较

犜犪犫．１ 犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀狅犳狋犺犲犔狅狑犲狊狋犉狅狌狉犕狅犱犲狅犳犞犻犫狉犪狋犻狅狀

犘犲狉犻狅犱狊犜犻狅犳犛犺狅狉狋犛犺犲犪狉犠犪犾犾狑犻狋犺犛犿犪犾犾犗狆犲狀犻狀犵狊 ｓ

计算方法 犜１ 犜２ 犜３ 犜４

本文方法 ０．８４５５ ０．２８１７ ０．１７３５ ０．１１３８

ＳＡＰ２０００分析 ０．８２３５ ０．２７５２ ０．１６６４ ０．１４３２

考虑弯曲变形 ０．６６１１ ０．２０７８ ０．１３３０ ０．１０３２

４ 结 语

剪力对于以剪切变形为主的低矮剪力墙结构的

低阶振型影响较大，按弯曲变形为主计算的低阶振

型周期存在较大误差。利用摄动解法，以未开口墙

为基础，对其主模态进行修正，进而将求解低矮剪力

墙的自振特性问题转化为求解代数方程组，避免有

２５ 建筑科学与工程学报　　　　　　　　　　　　　　　２００６年



限元等方法的繁杂计算，简便有效。
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