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基于随机子空间结合稳定图的

拱桥模态参数识别方法
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摘要：为了避免目前常用的结构模态参数识别方法容易出现虚假模态等缺陷，提出了一种将随机子

空间法与稳定图法相结合的模态参数识别方法。通过随机子空间法有效地从环境激励的结构响应

中获取模态参数，通过稳定图方法确定系统阶次。通过对稳定图方法的改进，避免了虚假模态的出

现，进而提高了随机子空间方法的识别精度，并在一钢管混凝土拱桥上对这种新方法进行了验证。

结果表明，该方法具有良好的识别效果。
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０ 引　言

随机子空间方法是近年来发展起来的一种线性

系统辨识方法，该方法不需要人工激励，直接从环境

激励的相应输出信号中提取结构的模态参数，这些

模态参数将作为结构健康监测、有限元模型修正、受



损结构物的评定和结构控制的基础或输入［１２］，因

此，该方法越来越受到人们的青睐［３］。在随机子空

间识别结构模态参数的方法中，确定系统的阶次是

该方法的关键工作之一。以往的方法是直接用奇异

值分解确定系统阶次，但得到的结果不是很理想。

稳定图方法是一种比较新颖的确定系统阶次的方

法，可以从诸多模态中鉴别真假模态，这也是随机子

空间方法的一项重要工作。稳定图方法可用于有较

强噪声情形下的模态识别，那些满足条件的稳定极

点被认为是系统的真实极点，可是在应用中发现稳

定图方法需要改进，比如尽管一些极点也可以作为

稳定的极点，但它们对系统的影响很小，可以作为

噪声模态，用现在的稳定图无法将这些极点剔除，通

过考察这些极点对系统的影响，可以对稳定图方法

进行改进，使其能够剔除这一类噪声模态。

１ 随机子空间识别方法

１．１ 系统随机状态空间模型

对于白噪声激励的线性系统，其随机状态空间

模型可表示为

狓犽＋１＝犃狓犽＋狑犽

狔犽＝犆狓犽＋狏犽
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式中：狔犽 为第犾个测点在第犽（犽∈犖）个采样间隔Δ狋

的输出向量，狔犽∈犚
犾×１；狓犽 为系统的状态向量，狓犽∈

犚狀×１，狀为系统的阶数；犃 为状态矩阵，犃∈犚
狀×狀；犆

为输出矩阵，犆∈犚
犾×狀；犈 为数学期望符号；δ狆狇为

ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ函数；狑犽 为过程噪声，狑犽∈犚
狀×１；狏犽 为测

量噪声，狏犽∈犚
犾×１；狑犽 与狏犽 均假定为白噪声，并且

犈（狑犽）＝０，犈（狏犽）＝０。

１．２ 基于参考点的随机状态子空间模型

测试桥梁环境振动时，有时由于测点较多而传

感器数量有限，需分步完成整个测量过程。为了统

一各个测量分步，需事先选取一个或若干个测点作

为参考点，参考点上的传感器在整个测量过程中固

定不动且持续记录。定义Ｈａｎｋｅｌ矩阵，见式（２）
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式中：狔
ｒｅｆ
犽 为参考点输出，狔

ｒｅｆ
犽 ∈犚

狉×１；当犼／犻足够大

时，可以认为犼→∞。
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－２，则Ｈａｎｋｅｌ矩阵还可以表示为
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对Ｈａｎｋｅｌ矩阵进行犙犚分解
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定义“将来”输出的行空间在“过去”输出的行空

间上的投影为
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根据式（２）～（６）可得
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根据随机子空间识别理论：投影矩阵犘ｒｅｆ犻 可分

解为观测矩阵犗犻和Ｋａｌｍａｎ滤波状态序列 犡^犻的乘

积；投影矩阵犘ｒｅｆ犻－１可分解为观测矩阵犗犻－１和Ｋａｌｍａｎ

滤波状态序列犡^犻＋１的乘积，即
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式中：犃为结构的系统状态矩阵；犆为输出矩阵。

对投影矩阵犘ｒｅｆ犻 进行奇异值分解
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式中：ｒａｎｋ犘ｒｅｆ犻 ＝狀；犝１∈犚
犾犻×狀；犛１∈犚

狀×狀；犞１∈犚犼
×狀。

根据式（７）～（９）可得观测矩阵及Ｋａｌｍａｎ滤波

状态序列
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计算随机状态空间模型方程组
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式中：输出序列犢犻｜犻＝
犚２１ 犚２２ ０

犚３１ 犚３２ 犚
［ ］

３３

，由此得结构

的系统状态矩阵犃及输出矩阵犆 的最小二乘解与

噪声序列

　［ ］犃
犆
＝
犡^犻＋１

犢犻｜
［ ］

犻

犡^＋
犻 ，
狑犻

狏
［ ］
犻

＝
犡^犻＋１

犢犻｜
［ ］

犻

－［ ］犃
犆
犡^犻 （１２）

１．３ 结构模态分析

在确定系统的状态矩阵犃及输出矩阵犆 后，结

构振动参数可按下列步骤进行识别［４５］：

（１）对系统的状态矩阵犃进行特征值分解

　　　　　　犃＝ΨΛΨ
－１ （１３）

式中：Λ＝ｄｉａｇ（λ犻）∈犆
狀×狀，犻＝１，２，…，狀。λ犻 为离散

时间系统的特征值；Ψ为系统的特征向量矩阵，Ψ∈

犆狀×狀。

（２）计算结构振动频率ω及模态阻尼比ξ
根据离散时间系统与连续时间系统的特征值的

关系

　　　　　　λ
ｃ
犻＝
ｌｎλ犻

Δ狋
（１４）

和模型特征值λ
ｃ


犻 与系统固有振动频率ω 及模态阻

尼比ξ的关系

　　　　λ
ｃ


犻 ＝－ξ犻ω犻±ｊω犻 １－ξ
２

槡 犻 （１５）

可计算得系统固有振动频率ω及模态阻尼比ξ。

（３）计算结构模态振型Φ

　　　　　　Φ＝犆Ψ （１６）

２ 稳定图方法

稳定图方法［６］的基本思路如图１所示。

稳定图的做法：依次假定系统的阶次为从狀ｍｉｎ

到狀ｍａｘ。由于系统的特征值具有两两共轭的特点，

所以阶次必须是偶数，从而得到（狀ｍａｘ－狀ｍｉｎ）／２＋１

个结果，然后把所计算的结果画到二维坐标图中（坐

标图的横坐标为频率值，纵坐标为阶次），便可得到

稳定图，此图中若两相邻点的频率和阻尼在容许误

图１ 稳定图方法的原理

犉犻犵．１ 犘狉犻狀犮犻狆犾犲狅犳犛狋犪犫犻犾犻狕犪狋犻狅狀犇犻犪犵狉犪犿犕犲狋犺狅犱

差范围内，则认为是相同的，最后得到各阶模态参

数。稳定图方法也存在缺点，即容易出现虚假模态，

这些虚假模态不是系统本身的特性，对系统的影响很

小，其主要是因为噪声的影响产生的，可称之为噪声

模态。如何剔除噪声模态是获取稳定图方法的重点。

为了得到比较精确的识别结果，对稳定图进行

改进，先建立几个矩阵：频率矩阵、阻尼矩阵、振型

矩阵。

频率矩阵的行数为假设的阶次数：（狀ｍａｘ－

狀ｍｉｎ）／２＋１。列数为以下两个值的最小者：①０．５犉ｓ／

犳ｇ；②所要识别的系统的频率最大值除以犳ｇ。其中

犉ｓ为采样频率；犳ｇ 为频率分辨率，它为下面两值的

最大值：①每个假设的阶次算出的频率结果中，两相

邻频率差值的最小者；②预先设定的一个分辨率。

然后把所有的计算频率放到频率矩阵相应的位置，

最后得到完整的频率矩阵，该矩阵为一稀疏矩阵。

阻尼矩阵、振型矩阵为相应的位置放入相应的计算

结果。

根据频率矩阵、阻尼矩阵确定各阶的频率、阻

尼，频率、阻尼为矩阵各列的平均值。振型的判断用

模态置信因子犐ＭＡＣ，其平均值最接近１的振型即为

该阶振型

　　犐ＭＡＣ（狉，狊）＝
｜

Ｔ
狉，狊｜

２

（
Ｔ
狉，狉）（

Ｔ
狊，狊）

（１７）

如果狊和狉是同一振型的估计，那么犐ＭＡＣ应接

近１；否则犐ＭＡＣ应很低。

判定各点稳定状况的依据为：①频率与平均频

率的偏差；②阻尼与平均阻尼的偏差；③犐ＭＡＣ与１的

偏离值。与预先设定的偏差值进行比较，比预先设

定值小的即为稳定点，否则为非稳定点。

实际应用中发现，阻尼比的偏差值要达到４０％

以上，如果预先设定阻尼比的容许误差低于１０％，

则大多数点都不是稳定点。这是因为目前人们对阻

尼的认识还不够彻底，还存在很多模糊的地方，在计

算和理论分析时，只是采用了几种假定的阻尼形式。
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为此，笔者建议在稳定图中将阻尼比的判定取消，这

样不仅对识别结果的负面影响不大，而且还可以减

少计算量。

原来的稳定图中没有提到振型，这是不合理的。

有时从频率上看是１阶振型，但从振型上看可能不

是，通过采用犐ＭＡＣ来对振型进行判定，可以消除虚

假的振型。

３ 算例分析

该钢管拱桥是位于中国西部某一级公路上的一

座连线桥，桥型为中承式钢管混凝土系杆拱桥，净跨

９０ｍ，矢跨比 １／５，拱轴线为悬链线，拱轴系数

犿＝１．１６７；桥面净跨宽２１．６ｍ，双向４车道，由吊杆

吊在桥面以上５．５ｍ处。主拱圈由４根Φ６５０×１０钢

管组成，Φ４００×８上下平联和Φ２５０×８的直腹杆和

斜腹杆组成高３ｍ、宽１．５ｍ的桁式主拱肋，锚固在

拱脚处；钢管内灌筑Ｃ５０混凝土；吊杆采用１２７Φ５高

强碳素钢丝，全桥共１６对吊杆，横梁采用Ｃ４０钢筋

混凝土变截面工字梁，横梁间距５ｍ，桥面现浇

２５０ｍｍ厚Ｃ３０混凝土，水平系杆选用Φ５高强钢丝

束；桥面设３道横撑，以增强桥的整体性和稳定性。

该桥振动特性测试采用环境随机振动方法，通过测

量大桥主梁的环境振动响应，识别大桥固有振动特

性，包括结构前若干阶振动的频率、振型和阻尼比。

识别方法采用了两种：一种是随机子空间识别方法，

另一种是峰值法（ＰＰ法）。测点布置如图２所示，每

个位置布置１个竖向测点，测取主梁竖向加速度响

应，测试结果见表１。

图２ 振动特性试验测点布置

犉犻犵．２ 犜犲狊狋犻狀犵犘狅犻狀狋狊犃狉狉犪狀犵犲犿犲狀狋狅犳

犞犻犫狉犪狋犻狅狀犆犺犪狉犪犮狋犲狉犻狊狋犻犮狊

由表１可见，通过将随机子空间方法的实测值

与理论值、比较成熟的峰值法的识别结果相比较，可

以认为随机子空间方法可以比较精确地识别出拱桥

的频率，从图３～５中可以看出，识别的振型比较真

实（图４、５中纵坐标狊为相对位移），因此该方法不

失为一个行之有效的识别结构模态参数的方法。

表１ 动力特性参数

犜犪犫．１ 犇狔狀犪犿犻犮犆犺犪狉犪犮狋犲狉犻狊狋犻犮犘犪狉犪犿犲狋犲狉狊

阶次

振动频率／Ｈｚ

理论值
ＰＰ法

实测值

随机子空

间实测值

随机子空

间实测阻

尼比／％

模态

１ １．９６６ ２．０１２ １．９８８０ ０．７４４ １阶竖向

２ ２．６３８ ２．５１９ ２．６６７４ １．２４０ ２阶竖向

３ ２．７８４ ２．８１２ ２．８５６８ ２．４４０ １阶扭转

４ ３．５０１ ３．４５７ ３．４７１７ ０．３７４ ３阶竖向

５ ４．１０６ ３．９２６ ４．０２６４ ３．５００ ２阶扭转

６ ４．５１２ ４．６２８ ４．５９７２ ０．８５０ ４阶竖向

７ ６．１０７ ５．３９０ ６．１６６９ ０．６４０ ３阶扭转

图３ 稳定图

犉犻犵．３ 犛狋犪犫犻犾犻狕犪狋犻狅狀犇犻犪犵狉犪犿

图４ １阶竖弯模态振型（犳＝１．９８８犎狕）

犉犻犵．４ 犜犺犲１狊狋犞犲狉狋犻犮犪犾犅犲狀犱犻狀犵

犕狅犱犪犾犞犻犫狉犪狋犻狅狀犛犺犪狆犲（犳＝１．９８８犎狕）

图５ ２阶竖弯模态振型（犳＝２．６６７犎狕）

犉犻犵．５ 犜犺犲２狀犱犞犲狉狋犻犮犪犾犅犲狀犱犻狀犵

犕狅犱犪犾犞犻犫狉犪狋犻狅狀犛犺犪狆犲（犳＝２．６６７犎狕）

４ 结 语

介绍了随机子空间识别方法和稳定图相结合进
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行桥梁结构的模态参数的识别方法，并用该方法对

一钢管混凝土拱桥进行了识别，得到了比较理想的

结果。

该方法也有一定的局限性。由于该方法应用的

前提是环境激励为白噪声，与实际情况并不相符，导

致识别的结果与实际结构有一定的偏差；同时，实际

识别证明，阻尼比在影响识别结果。从稳定图中可

以看出，大多数点都满足频率和振型的稳定，而阻尼

稳定的情况较少。笔者认为，阻尼本来就是一个还

没有研究彻底的物理量，只是根据假设的理论进行

识别的，所以结果不理想，建议在稳定图中将阻尼比

的限制取消。该方法不失为一种识别结构模态参数

的有效方法，具有一定的应用前景。
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量和施工安全。另外，设计人员应根据构件实际烧

伤状况随时调整和改进原加固设计构造细节，保证

加固质量。

（３）商业大楼加固完毕后，进行了加固后检测，

检测结果表明，加固的各项指标均满足设计要求，达

到了预期的加固效果。
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