
第２４卷　第１期

２００７年３月

建筑科学与工程学报

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅａｎｄＣｉｖｉｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ

Ｖｏｌ．２４　Ｎｏ．１

Ｍａｒ．２００７

文章编号：１６７３２０４９（２００７）０１００３１０６

收稿日期：２００７０１２０

基金项目：国家自然科学基金创新研究群体项目（５０３２１８０３）

作者简介：贺广零（１９８２），男，湖南衡阳人，工学博士研究生，Ｅｍａｉｌ：ｈｇｌｃｏｏｌ＠１２６．ｃｏｍ。

采空区煤柱顶板系统失稳的力学分析

贺广零１，洪　芳２，王艳苹３

（１．同济大学 土木工程学院，上海　２０００９２；２．福建工程学院 土木工程系，福建 福州　３５００１４；

３．北京核工业第二研究设计院，北京　１００８４０）

摘要：基于温克尔假设，突破把坚硬顶板视为弹性梁的传统思想，把坚硬顶板视为弹性板，将煤柱等

效为连续均匀分布的支撑弹簧，从而形成煤柱顶板相互作用系统；同时，将煤柱视为应变软化介

质，采用近似的 Ｗｅｉｂｕｌｌ分布描述它的损伤本构模型，依据板壳理论和非线性动力学理论对采空区

煤柱顶板系统失稳机理进行了研究，得出了系统失稳的突变机制，并给出了系统失稳的数学判据

和力学条件；最后，以马脊梁矿为工程实例进行分析。结果表明，理论分析值与工程实测数据吻合

较好，为进一步研究煤柱顶板相互作用系统和制定相关规范提供了重要参考。
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０ 引　言

采空区煤柱顶板系统失稳是世界范围内煤矿

矿井中最严重的灾害之一。尽管各国学者在此系统

失稳发生机理、监测手段及控制等方面的研究取得

了重大进展，但由于其本身极为复杂，到目前为止，

远没有从根本上解决其有效预测和防治问题。章梦

涛等［１２］提出煤柱顶板系统失稳是一种材料失稳破

坏现象，但没有对失稳发生的条件进行具体分析。

文献［３］～［６］中建立了煤柱顶板系统失稳的突变

模型，对系统损伤扩展耗散能量进行了分析，但只是

定性地解释了系统失稳的机理。文献［７］中取一个

煤柱及其上部顶板作为一个单元进行了非线性稳定

性分析，开辟了煤柱顶板系统研究的新思路，然而，

却忽略了单元与单元之间的相关性。从总体上来

看，大部分学者都将顶板视为弹性梁。这种近似处

理方法极大地简化了分析过程，但其局限性也非常

明显，它既无法体现顶板的空间效应，又无法体现顶

板的各向异性，所得结果的可靠性不能不让人质疑。

基于上述研究的局限性，笔者将坚硬顶板视为弹性

板，将煤柱等效为连续均匀分布的弹簧，利用板壳理

论和非线性动力学理论对采空区煤柱顶板系统失

稳机理进行了分析。

１ 力学简化模型

在采矿工程中，应用柱式采煤方法，采空区内会

留下大量的煤柱，这些煤柱支撑着坚硬难冒顶板岩

体。由于煤柱表面逐渐分化和脱落，使煤柱的有效

刚度减小，当达到某一临界值时，在顶板上层岩土和

顶板自重的作用下，顶板就会产生大面积的突然冒

落，从而引发矿山灾害的发生。笔者从力学理论角

度来研究煤柱顶板的失稳机理，有助于在更深层次

上认识坚硬难冒顶板大面积一次性冒落这一矿山压

力现象的本质，以便寻求解决顶板冒落的工程控制

问题。

采空区的几何区域近似地简化成为矩形区域，

可将顶板岩体视为边界固定的弹性矩形平板。如图

１所示建立坐标系狓犗狔，设弹性矩形平板长度为２犪，

宽度为２犫（犫≤犪），厚度为犺，顶板岩体的弹性模量为

犈，泊松比为ν，体密度为ρ，抗拉强度极限为σｓ。设

上层岩土介质对顶板上表面的压力为均布载荷狇０

（图２）。

将每个煤柱视为相同的受压弹性直杆，其初始

小变形时的弹性模量为犈１，平均横截面积为犃，高

图１ 顶板岩体简化为四边固支的弹性矩形平板

犉犻犵．１ 犚狅狅犳犚狅犮犽犕犪狊狊犛犻犿狆犾犻犳犻犲犱犪狊犪狀犈犾犪狊狋犻犮

犚犲犮狋犪狀犵狌犾犪狉犘犾犪狋犲犉犻狓犲犱犪狋犉狅狌狉犛犻犱犲狊

度为犎。假设煤柱是等距分布的，其总数目为狀，可

以将这些等距分布的弹性直杆近似地等效成连续分

布的温克尔弹性基础［８１３］，记等效弹性系数为犽，于

是有狀犈１犃／犎＝４犪犫犽。这样得到等效弹性系数为

　　　　　　犽＝
狀犈１犃

４犪犫犎
（１）

图２ 煤柱顶板系统简化力学模型

犉犻犵．２ 犛犻犿狆犾犻犳犻犲犱犕犲犮犺犪狀犻犮犪犾犕狅犱犲犾狅犳犆狅犪犾

犘犻犾犾犪狉犪狀犱犚狅狅犳犛狔狊狋犲犿

根据弹性基础上的平板弯曲理论，顶板下沉位

移ω（狓，狔）满足如下基本方程

　　　　　　犇
４
ω＋犽ω＝狇 （２）

式中：犇 为板的抗弯刚度，犇＝犈犺３／［１２（１－ν
２）］；


４ 为双调和算子，

４＝

４

狓
４＋２


４

狓
２
狔

２＋

４

狔
４
。作

用在顶板上的总均布载荷狇可由岩土层对顶板的均

布压力载荷狇０ 与其自重载荷ρ犵犺叠加而成，即

　　　　　　狇＝狇０＋ρ犵犺 （３）

顶板在破坏前的边界条件固定，即

　　　

ω｜狓＝±犪＝０，ω｜狔＝±犫＝０

ω
狓 狓＝±犪

＝０，
ω
狔 狔＝±犫

烍

烌

烎
＝０

（４）

至此，确定顶板下沉位移，在数学上可被归结为

求解式（２）在边界条件式（４）的边界值问题。

根据顶板的下沉位移和边界约束条件情况，近

似假设挠度具有如下解析解的形式

　　　ω＝
ω０
犪４犫４

（狓２－犪２）２（狔
２－犫２）２ （５）

式中：ω０ 为顶板的最大下沉位移，ω０＝ω（０，０）。显
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然，求解式（５）已自动满足边界条件式（４），将其代入

方程式（２）的伽辽金弱形式方程

∫
犪

－犪∫
犫

－犫

（犇
４
ω＋犽ω－狇）（狓

２
－犪

２）２·

　　（狔
２
－犫

２）２ｄ狓ｄ狔＝０ （６）

可得顶板中面的最大下沉位移为

　ω０＝
４４１

１２８
×

狇
２犽＋９犇［７／犪４＋４／（犪２犫２）＋７／犫４］

（７）

２ 全局塌陷的非线性动力失稳分析

２．１ 非线性动力失稳模型

根据已有的研究［１４１５］，从边缘形成塑性铰线到

内部形成塑性铰线而成为机构，这是顶板破坏阶段。

在顶板破坏阶段结束时，破裂的顶板中部区域的下

陷会使其边缘沿水平向内滑移。本文中考虑一种极

端危险的情形，即顶板边缘从采空区边界帮底脱落

下来，从而失去边界帮底对顶板的支撑。此时，顶板

的边缘成为自由边界，这是工程中最为担心发生的

情况。破裂后顶板板块的内部变形能被全部释放，

同时顶板板块的载荷和自重全由煤柱支撑，因此，可

以将顶板板块当成受载荷和自重作用并受到煤柱支

撑的刚性平板。这样作为一种简化的分析，可以令

抗弯刚度犇＝０，则方程式（２）退化为

　　　　　　　犽ω＝狇 （８）

２．２ 煤柱的本构关系及等效本构关系

图３ 煤柱的σε关系

犉犻犵．３ 犚犲犾犪狋犻狅狀狅犳σ犪狀犱

ε狅犳犆狅犪犾犘犻犾犾犪狉

在顶板破坏的初始阶

段，顶板的最大下沉位移

较小，故煤柱的压缩变形

也较小，对煤柱可以采用

线弹性的应力应变关系；

而煤柱失稳时其压缩变形

会较大，因此应采用非线

性本构关系（图３）。试验

表明，煤柱的应力应变关系是具有弱化性质的非线

性关系。Ｈｕｄｓｏｎ等曾用正态分布模型描述这种弱

化性质［１６］；潘一山等曾用负指数模型［１７］；Ｑｉｎ等则

采用 Ｗｅｉｂｕｌｌ分布模型
［１８］。因 Ｗｅｉｂｕｌｌ分布模型具

有广泛的适用性，本文中用它来描述煤柱的应力应

变关系，即

　　　　σ＝犈１εｅｘｐ［－（ε／ε０）
犿］ （９）

式中：ε为压缩应变，ε＝狑／犎，狑 为压缩位移，它与

顶板下沉位移相同；ε０ 为应力应变曲线中峰值点

的应变，ε０＝狑０／犎，狑０ 为应力峰值点所对应的压缩

位移；犿为描述局部强度变化的曲线形状参数，称为

均匀性指标。当犿＝１时，分布为指数型的；当犿＝

５时，很接近正态分布；当犿→∞时，强度变化趋近

于０，材料性质为理想脆性的（如玻璃）。由此可以

看出，犿值越大，材料的均匀性及脆性程度越高，其

应变软化性质就越明显。

由式（９）可知，作用在煤柱上的压力载荷犘（犘

＝σ犃）与压缩位移狑之间的关系为犘＝犓（狑）狑，其

中犓（狑）为单个煤柱作为等效弹簧的刚度，它不是

常量而与压缩位移狑有关，犓（狑）＝
犈１犃

犎
ｅｘｐ［－（狑／

狑０）
犿］。由此可以近似地认为每个煤柱结构和材料

性质是一样的，所受到的压力也是均等的，因此，若

将等距分布的煤柱近似地等效成连续分布的弹性基

础，则弹性基础的等效弹性系数可以表示为

犽＝犽（狑）＝
狀
４犪犫
犓（狑）＝

狀犈１犃

４犪犫犎
ｅｘｐ［－（狑／狑０）

犿］（１０）

显然，这种等效的弹性基础是不同于通常的温

克尔线性弹性基础的，它具有指数型非线性性质。

图４ 煤柱的软弹簧

近似σε关系

犉犻犵．４ 犚犲犾犪狋犻狅狀狅犳

犃狆狆狉狅狓犻犿犪狋犲σ犪狀犱ε狅犳

犛狅犳狋犛狆狉犻狀犵狅犳犆狅犪犾犘犻犾犾犪狉

采用式（９）来描述煤

柱的本构关系与实际情况

吻合较好，当然这也在数

学上带来了相当的复杂

性。为了既能满足实际工

程的精度需要，又能在数

学上有一定的简化，本文

中使用三次非线性软弹簧

模型的σε曲线（图４）来

近似地拟合 Ｗｅｉｂｕｌｌ分布

模型的σε曲线，即假设

　　　　　　σ＝珟犈１ε＋珟犈３ε
３ （１１）

式中：珟犈１、珟犈３ 分别为通过曲线拟合来确定的材料参

数，珟犈１＞０，珟犈３＜０。

由式（９）可知：当煤柱压缩应变ε＝犿
－１／犿
ε０ 时，

压缩应力σ取峰值［σｍ］＝犈１ε０（犿ｅ）
－１／犿，即在峰值

点的应力为［σｍ］，应变ε＝［σｍ］ｅ
１／犿／犈１；再由式（１１）

可知：当ε＝［珟犈１／（－３珟犈３）］
１／２时，σ取峰值２珟犈１［珟犈１／

（－３珟犈３）］
１／２／３（图４中的犙点）。令由式（９）、（１１）给

出的两条σε曲线在峰值处的应力和应变均相同，

得到

　　　　

珟犈１＝
３犈１
２ｅ１

／犿

珟犈３＝－
１

２ｅ３
／犿

（犈１）
３

［σｍ］

烍

烌

烎２

（１２）

如果取犿＝１／ｌｎ
３

２
≈２．５，则有
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珟犈１＝犈１

珟犈３＝－
４

２７
×
（犈１）

３

［σｍ］
烍

烌

烎
２

（１３）

这样，三 次 非 线 性 软 弹 簧 模 型 式 （１１）与

Ｗｅｉｂｕｌｌ分布模型式（９）的初始弹性模量相同，应力

的峰值也相同，而且应力取峰值时的应变也相同。

由此可以说，三次非线性软弹簧模型式（１１）是

Ｗｅｉｂｕｌｌ分布模型式（９）的一个较好的等效模型。

２．３ 非线性动力失稳机制

将等距分布的煤柱等效成连续分布的弹性基

础，但不再是温克尔线性弹性基础，而是由式（１１）确

定的三次非线性软弹簧弹性基础，其弹性基础的等

效弹性系数为

　　　　　犽＝犽（狑）＝犽１＋犽３狑
２ （１４）

其中一次等效弹性系数与温克尔线性弹性基础弹性

系数相同

　　　　　　犽１＝
狀犈１犃

４犪犫犎
（１５）

三次等效弹性系数为

　　犽３＝
狀珟犈３犃

４犪犫犎３
＝－

４（犈１）
３

２７犎２［σｍ］
２犽１＜０ （１６）

将式（１４）、（１６）代入式（８），得到如下三次代数

方程

　　狑
３＋α狑＋β＝０ （１７）

　　α＝犽１／犽３＝－
２７犎２［σｍ］

２

４（犈１）
２ ＜０ （１８）

　　β＝－狇／犽３＝
２７犪犫犎３［σｍ］

２
狇

狀（犈１）
３犃

＞０ （１９）

式中：α为常参数；β为控制参数。

三次代数方程式（１７）的解依赖于α和β ，即有

狑＝狑（α，β），其为如图５所示的流形曲面。根据突

变理论，方程式（１７）的解与尖点突变模型有关。流

形曲面在控制参数平面的投影称之为分岔点集，方

程式（１７）的分岔点集的方程为

　　　　　　４α
３＋２７β

２＝０ （２０）

式（２０）即为煤柱顶板系统失稳的数学判据。

将式（１８）、（１９）代入式（２０），得到煤柱顶板系

统的失稳力学条件为

　　　　　　犃≤［犃］＝
４犪犫狇
狀［σｍ］

（２１）

由式（２１）可知，当煤柱的有效横截面积犃逐渐

减小到其临界值［犃］时，由于常参数α＜０，控制参数

β＞０随着有效横截面积犃的减小而增大，即可穿越

分岔点集（图６）。根据突变理论，顶板的塌陷位移

（煤柱的压缩位移）将产生突跳，顶板产生极限点失

稳，煤柱顶板系统完全塌陷。

图５ 流形曲面

犉犻犵．５ 犕犪狀犻犳狅犾犱犆狌狉狏犲犱犛狌狉犳犪犮犲

图６ 控制参数平面上的分岔点集

犉犻犵．６ 犅犻犳狌狉犮犪狋犻狅狀犘狅犻狀狋犛犲狋犻狀犆狅狀狋狉狅犾犘犪狉犪犿犲狋犲狉犘犾犪狀犲

３ 工程实例计算

以马脊梁矿为工程实例进行分析。根据该矿的

岩层和煤层工程地质及采空区的实际情况［１９］，已知

地表下的岩土层厚为犺０＝２３．４３ｍ，其密度为ρ０＝

１８００ｋｇ·ｍ
－３。坚硬顶板厚度犺＝４５．５６ｍ，密度

ρ＝２４３０ｋｇ·ｍ
－３，取重力加速度犵＝９．８ｍ·ｓ

－２。

近似地将采空区视为矩形区域，则坚硬顶板其长度

为２犪＝６２０ｍ，宽度为２犫＝５００ｍ。顶板岩石为粗

砂岩，其弹性模量为１７．３～４５．４ＧＰａ，泊松比为

０．１２～０．３６。因顶板岩石非常坚硬，其弹性模量应

取上限值犈＝４５．４ＧＰａ，泊松比取平均值ν＝０．２４。

顶板岩石抗拉强度极限［σｓ］＝１０．３７ＭＰａ。在煤柱

未分化的初始阶段，煤柱群系的总横截面积占采空

区面 积 的 比 率 为η＝１９．４％，煤 柱 的 高 度犎＝

６．３２ｍ，其弹性模量犈１＝１．２９ＧＰａ，峰值抗压强度

［σｍ］＝１９．９ＭＰａ。

作用在顶板上总的均布载荷

　　　狇＝狇０＋ρ犵犺＝１．５ＭＰａ （２２）

其中岩土层对顶板的载荷狇０＝ρ０犵犺０＝０．４ＭＰａ，它

约占总载荷的２７．６％。

顶板的抗弯刚度

犇＝
犈犺３

１２（１－ν
２）＝３７９．６６×１０

１２Ｐａ·ｍ３ （２３）
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煤柱群系的总横截面积犛＝狀犃＝η（４犪犫），由式

（１）可算出与煤柱群系相等效的温克尔弹性基础的

弹性系数

　犽＝
狀犃犈１
４犪犫犎

＝
犛犈１
４犪犫犎

＝３９．６ＭＰａ·ｍ－１ （２４）

由式（７）可得，顶板的最大下沉位移ω０ 与煤柱

面积比率η之间的关系式为

ω０（η）＝
４４１

１２８
×

狇
２η犈１／犎＋９犇［７／犪

４＋４／（犪２犫２）＋７／犫４］
＝

１

７９．０８η＋２．１２
（２５）

在煤柱未分化和脱落的初始阶段，有η＝

１９．４％，由式（２５）可得

　　　　　　ω０＝０．０５７ｍ （２６）

即顶板的最大下沉位移约为６ｃｍ，由此可知，初始

阶段顶板的下沉位移相对于顶板厚度来说是很小

的，为顶板厚度的０．１３％。这与工程实测结果非常

接近［２０］。由解析解式（５）可给出顶板的下沉位移曲

面，如图７所示。

图７ 煤柱未分化的初始阶段顶板的下沉位移曲面

犉犻犵．７ 犛狌犫犿犲狉犵犲犱犇犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋犆狌狉狏犲犱犛狌狉犳犪犮犲狅犳犚狅狅犳

犻狀犐狀犻狋犻犪犾犘犲狉犻狅犱狅犳犝狀狆狅犾犪狉犻狕犪狋犻狅狀犆狅犪犾犘犻犾犾犪狉

顶板最大下沉位移ω０ 随煤柱面积比率η的变

化已由式（２５）给出，绘成曲线如图８所示。由图８

可以看出，当煤柱表面的分化和脱落而使煤柱有效

面积逐渐减小时，即当η减小时，将会导致顶板最大

下沉位移ω０ 快速地增大。如果煤柱群系的总横截

面积犛减小２０％，则顶板最大下沉位移ω０ 将比原

来增大约２０％；如果犛减小３０％，则ω０ 将增大约

３６％；如果犛减小５０％，则ω０ 将增大７８％。

工程中最为担心发生的极端危险情形是顶板边

缘从帮底滑脱而失去支撑，成为自由边界的情形。

在此情形下，由式（２１）可知煤柱面积比率为

　　　　η≤［η］ｃｒ＝
狇
［σｓ］
＝７．５％ （２７）

则顶板煤柱发生突然失稳坍塌。

４ 结 语

（１）笔者突破将坚硬顶板视为弹性梁的传统思

图８ 顶板最大下沉位移ω０ 随煤柱面积比率η的变化

犉犻犵．８ 犜犺犲犔犪狉犵犲狊狋犛狌犫犿犲狉犵犲犱犇犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋狅犳犚狅狅犳ω０

犞犪狉狔犻狀犵狑犻狋犺犆狅犪犾犘犻犾犾犪狉犛狇狌犪狉犲犚犪狋犻狅η

想，把坚硬顶板当作弹性板，并将煤柱等效为连续均

匀分布的支撑弹簧（用 Ｗｅｉｂｕｌｌ分布描述），依据板

壳理论和非线性动力学理论对采空区煤柱顶板系

统失稳机理进行了研究，同时给出了系统失稳的数

学判据。

（２）将煤柱顶板系统失稳的数学判据转化为力

学条件。由该条件可以看出，影响系统失稳的主要

因素有：顶板和上覆土层的重力荷载；单位面积煤柱

的数量和煤柱的峰值应力。依据该系统失稳力学条

件即可进行煤柱顶板系统失稳预报。

（３）以马脊梁矿为工程实例进行分析，发现理论

分析结果与实测结果吻合较好，有力地论证了本文

中理论分析的正确性，为进一步研究煤柱顶板相互

作用系统和制定相关规范提供了重要参考。
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