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基于水平集方法的连续体结构拓扑优化
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摘要：提出了一种用水平集函数作为设计变量求解连续体结构拓扑优化的方法。优化方法以结构

的整体柔度最小为目标函数，以实体材料所占的体积为约束条件，综合采用有限元方法和优化准则

法对问题进行求解。该方法与密度惩罚法相比，克服了锯齿形边界，得到了光滑的结构边界；与传

统水平集方法相比，不用求解复杂的 ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉ方程，提高了计算效率。在对 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ函

数正则化处理中，考虑了形状导数和拓扑导数信息，加快了收敛速度。用该方法对梁的拓扑优化设

计进行了试算，得到了满意的优化结果。
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０ 引　言

随着结构设计从传统的消极校验设计阶段（可

行性设计）到现代的主动改善设计阶段（最优化设

计）的飞跃，结构优化设计正不断地改变着工程设计

的思想，成为结构力学中最活跃的领域之一［１４］。根

据设计变量的类型，结构优化大致分为３个层

次［５６］：①结构截面尺寸优化，主要是通过调节杆件



的横截面面积、梁的横截面数据、板壳的厚度分布等

尺寸参数来改善结构特性的优化设计；②结构几何

形状优化，主要是通过调节杆系结构中的节点坐标、

连续体的边界几何形状的优化设计；③结构拓扑优

化，主要是寻求结构的某种布局（如杆系结构中的节

点布局、节点之间的杆件连接方式或连续体中开孔

的数量及位置等），使其能够在满足一切有关应力、

位移等约束条件下，让某种性能指标达到最优。其

中结构拓扑优化能在工程结构设计的初始阶段为设

计者提供一个新颖高效的概念性设计，使结构在布

局上采用最优方案，与尺寸优化和形状优化相比能

更显著地节省材料，取得更大的经济效益，也更易被

工程设计人员所接受，已经成为目前结构优化设计

研究领域的一个热点，许多成果已经在大型ＣＡＥ

软件中得到实现，并在工程界中得到了成功的应用；

但由于它的复杂性，拓扑优化设计也被公认为是结

构优化领域中困难更大、更具有挑战性的课题。

１ 连续体结构拓扑优化问题

结构拓扑优化的目的是在一定的外力和约束作

用下，寻求具有最佳传力路径的结构布置形式。对

于连续体结构的拓扑优化问题，优化的基本方法是：

将设计域划分为有限单元，依据一定的算法删除部

分区域，形成带孔的连续体，实现连续体的拓扑优

化。这是一类基于单元描述的方法，本质上是一种

０１离散变量的组合优化问题，由于数学模型中目

标函数与约束函数的不连续性，使得优化问题成为

不可微和非凸的优化模型［７］。通常的做法是将离散

变量的优化问题松弛为一个连续变量的优化问题，

将基于连续变量的导数优化算法应用于优化中，用

连续设计变量的优化模型代替原来离散变量的设计

模型。这样连续设计变量可以取０～１中间的密度

值。刚度问题拓扑优化中，常采取各种惩罚措施来

压缩中间密度材料，主要有均匀化方法（Ｈｏｍｏｇｅｎｉ

ｚａｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄ）和密度惩罚法
［８］（ＳｏｌｉｄＩｓｏｔｒｏｐｉｃ

ＭａｔｅｒｉａｌｗｉｔｈＰｅｎａｌｉｚａｔｉｏｎ，ＳＩＭＰ），这也是目前采

用较多的方法。基于单元描述的方法是一种高效的

计算方法，已经在许多优化问题中得到成功的应用，

但是它也存在着许多自身难以克服的缺点，这是由

它采用的栅格模型所决定的。由于有限元网格既用

来描述结构的拓扑形状，又用来对结构进行力学分

析，这种耦合效果在考虑一些应力约束和振动约束

的问题时，因为约束条件很难被合适地表达出来，处

理起来相当困难。这种模型的另一缺点是，在描述

结构的几何形状信息时，边界的位置形状、法向量和

边界的曲率不能直接表示出来，对于那些拓扑相关

荷载问题，随着结构拓扑形状的变化，荷载的作用位

置、大小和方向也在不断地变化，如静水压力问题，

在这种模型下是很难解决的；同时由于栅格模型本

身的原因，得到的最优结构边界是一种锯齿形边界，

为了得到光滑的边界，不得不再进行形状优化，采用

一种映射关系把栅格模型转化为一种光滑曲面模

型，但是通常这种映射关系的处理不是很容易，而且

计算量也比较大。

为了克服这些缺点，一些学者提出了面向结构

几何形状描述的方法［９］，就是引入一种描述结构拓

扑形状的隐式函数，即水平集函数，用它的零水平集

来描述结构的边界；然后通过目标函数和约束函数

的敏度分析，来改变水平集函数的取值，以得到不断

变化的结构拓扑形状。这种方法称为水平集方法

（ＬｅｖｅｌＳｅｔＭｅｔｈｏｄ）。与基于单元描述的方法相

比，基于节点描述的方法最大的一个特点就是能够

更直接地描述结构的几何拓扑形状，在结构演化过

程中，所有边界的几何信息都隐含于水平集函数当

中，这样对拓扑相关荷载和边界条件的处理将变得

比较容易。传统的水平集方法是通过求解一个复杂

的 ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉ方程来演化水平集函数的，由于

ＣＦＬ条件的限制，计算效率很低；同时由于水平集

方法本质上是一个边界演化算法，只考虑了形状导

数信息，孔洞的产生和结构拓扑的改变是通过原有

边界的融合与分裂而得到的，这样就不可能在远离

边界的实体内部产生新的孔洞或在孔洞内部产生新

的实体。基于单元描述的方法中，材料的删除和生

长是在整个设计域的任何区域都可以发生的，这就

是水平集方法与基于单元描述的方法相比，其收敛

速度往往很慢的原因。

笔者结合水平集方法和密度惩罚法的优缺点，

给出了连续体结构拓扑优化问题的一种优化准则算

法。在优化过程中，综合考虑了目标函数的形状导

数和拓扑导数信息，极大地加快了收敛速度。数值

试验表明，这种方法能够得到结构的光滑边界，而且

自然地避免了棋盘格现象，同时还体现出完美的网

格无关性，是一种高效、稳健的算法。

２ 模型的建立

笔者考虑了小变形弹性体结构拓扑优化问题。

给定一个设计域Ωｄｅｓ，所有可能的设计都限制在Ωｄｅｓ

内，本文的目标就是寻求一个边界为Γ的结构体犇
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的最优设计。结构的拓扑形状是由隐式水平集函数

φ（狓）来描述的，２０００年Ｓｅｔｈｉａｎ和 Ｗｉｅｇｍａｎｎ首次

把水平集函数引入结构优化领域，并采用式（１）对结

构的拓扑形式加以描述

φ（狓）＞０　狓∈犇　　　结构的实体部分

φ（狓）＝０ 狓∈Γ 结构的边界上

φ（狓）＜０ 狓∈Ωｄｅｓ／犇

烍

烌

烎结构的空洞部分

（１）

初始水平集函数的选择为一个符号距离函数，

本文中φ（狓）的取值被限定在［－α，α］（α＞０），即如

果｜φ（狓）｜＞α，那么φ（狓）＝αｓｇｎ［φ（狓）］。

笔者考虑了连续体结构在给定的荷载和位移边

界条件下，以整体体积的约束作为优化的约束条件，

寻求使结构总体柔度（总应变能）最小的材料布局方

式，使结构的刚度最大，抵抗变形的能力最强。从数

学模型的角度看，就是在设计区域Ωｄｅｓ上找出满足

式（１）条件的水平集函数φ（狓）的值。

设整个结构的虚位移为δ狌，体内各点相应的虚

应变为δε，不考虑结构的体积力情况下，根据虚位

移原理，外荷载τ对虚位移δ狌所做的虚功δ犠 和结

构总应变能的变分δ犝 相等，即

δ犝 ＝∫Ωｄｅｓ

犎［φ（狓）］δε
Ｔ
σｄΩ＝δ犠 ＝

　　∫Γδ狌
Ｔ
τｄΓ　δ狌∈犝０ （２）

式中：犝０ 为位移场容许空间；犎［φ（狓）］为 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ

阶跃函数

　　犎［φ（狓）］＝
１　　φ（狓）≥０

０ φ（狓）＜
烅
烄

烆 ０

这样结构的整体柔度犆可以表示为

犆＝犝＝∫Ω
犎（φ）犈犻犼犽犾ε犻犼（狌）ε犽犾（狌）ｄΩ＝∫Γ狌

Ｔ
τｄΓ （３）

式中：犈犻犼犽犾为四节点单元弹性张量；狌为结构的位移

场；τ为作用在边界Γ上的分布荷载，假定荷载大小

及作用位置固定。

如上所述，最小柔度问题的优化模型可以写为

目标函数形式

ｍｉｎ犆（φ）＝ｍｉｎ∫Γ狌
Ｔ
τｄΓ＝

　　ｍｉｎ∫Ω
犎（φ）犈犻犼犽犾ε犻犼（狌）ε犽犾（狌）ｄΩ （４）

ｓ．ｔ．

∫Ω
犎（φ）犈犻犼犽犾ε犻犼（狌）ε犽犾（狏）ｄΩ＝∫Ω

τ狏δ（φ）·

　　狘φ狘ｄΩ，狌狘Γ犱 ＝狌０　狏∈犝０

犵＝∫Ωｄｅｓ

犎（φ）ｄΩ－犞０ ≤０

－α≤φ≤

烍

烌

烎α

（５）

式中：狌０ 为边界Γ的Γｄ 部分的指定位移；狏为位移

场容件空间犝０ 的一个位移向量；犞０ 为体积约束条

件犵中结构实体部分所占的体积。

３ 离散化及数值求解过程

对于离散化及数值求解过程，笔者采用的求解

策略是，首先求解有限元平衡方程，得到当前水平集

函数φ（狓）下的结构位移场狌，从而得到当前结构的

柔度值；然后通过优化准则法构造一个迭代格式来

更新水平集函数φ（狓），使得结构的整体柔度下降，

重复以上两个步骤，直至收敛，最终得到了满足整体

柔度最小结构的最优拓扑形状。

在有限元框架下，将初始设计域划分为均匀的

四边形网格单元，然后采用相同的双线性形函数对

位移场狌和水平集函数φ进行插值
［１０］，即

　　　

狌ｈ（狓）＝∑
４

犐＝１

犖犐（狓）狌犐

φ
ｈ（狓）＝∑

４

犐＝１

犖犐（狓）φ

烍

烌

烎犐

（６）

式中：狌ｈ（狓）、φ
ｈ（狓）分别为单元中相对坐标狓处的

点位移和水平集函数；犖犐（狓）为节点犐所对应的插

值形函数。

这样通过直接的数值积分方法求解有限元弹性

平衡方程的弱形式［１１］，即

　∫Ω
犎［φ

ｈ（狓）］犈犻犼犽犾ε犻犼（狌
ｈ）ε犽犾（狏

ｈ）ｄΩ＝∫Γτ
ｈ狏ｈｄΓ （７）

式中：狏ｈ 为空间犝ｈ 中的一个位移向量；狌｜Γｄ＝狌０，

狏
ｈ
∈犝

ｈ。

求解式（７）可以得到结构的位移场狌ｈ（狓），但是

这样计算狌ｈ（狓）通常比较繁琐。笔者借鉴密度惩罚

法中的成功经验，认为每个单元的弹性模量是一个

常量，它与单元４个节点上的水平集函数值有关，对

于单元犲，有如下关系

　　犈
犲
犻犼犽犾 ＝犈

０
犻犼犽犾［∑

４

犻＝１

犎（φ
犲
犻）／４］

狆 （８）

式中：狆（狆≥１）为惩罚因子，一般取值为３。对于实

体单元，有犎（φ犻）＝１，犻＝１，２，３，４，从而犈
犲
犻犼犽犾＝犈

０
犻犼犽犾；

对于空洞单元，有犎（φ犻）＝０，犻＝１，２，３，４，从而犈
犲
犻犼犽犾

＝０；对于过渡单元，０＜犈
犲
犻犼犽犾＜犈

０
犻犼犽犾。数值试验表明，

这样的处理不但可以简化运算，而且由于隐含了一

种非局部化的效应，自然地避免了棋盘格现象和网

格相关性等数值不稳定现象，效果非常理想。在这

种格式下，单元犲的刚度矩阵变为

犓犲 ＝ ［∑
４

犻＝１

犎（φ
犲
犻）／４］

狆

∫∫
犞
犲

犅Ｔ犇０犅ｄ犞犲 ＝
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　　［∑
４

犻＝１

犎（φ
犲
犻）／４］

狆
犓０犲 （９）

式中：犇０ 为四节点单元弹性张量犈犻犼犽犾的矩阵形式；犅

为单元应变矩阵。

首先求解有限元平衡方程，就可以得到当前水

平集函数φ（狓）下的结构位移场犝

　　　　　　犓犝 ＝犉 （１０）

式中：犓为结构的总刚度矩阵，犓＝∑

犖犲

犲＝１

珡犓犲，犖犲 为设

计域上的单元总数；犉为结构所受的外力荷载。

然后采用优化准则法对水平集函数的节点值进

行更新。优化准则法是一种间接优化方法，不直接

优化目标函数，而是通过引入优化问题的拉格朗日

函数

　　犔＝犆（φ）＋λ犵（φ）＋λ１犺 （１１）

式中：λ、λ１ 为拉格朗日乘子，λ是标量，λ≥０，λ１ 是矢

量元素，两者均可取任意值；犺＝犓犝－犉＝０。把数

学上最优解应满足的 ＫｕｈｎＴｕｃｋｅｒ条件作为最优

结构应满足的准则，即设犆（φ）和犵（φ）在可行集上

点珔φ处可微，犺在珔φ处连续可微，如果珔φ是局部最优

解，则应满足

　 犆（珔φ）＋λ犵（珔φ）＋λ１犺（珔φ）＝０ （１２）

　　最后通过优化准则构造迭代格式更新设计变量

和拉格朗日乘子，有关理论见文献［１２］。准则法的

突出特点是对设计变量修改较大，收敛速度快，迭代

次数少且与结构大小及复杂程度无关。本文中使用

Ｂｅｌｙｔｓｃｈｋｏ提及的一种启发式迭代格式

φ
犽＋１
犐 ＝

α　　　　　　　（φ
犽
犐＋α）犃

犽ζ
犐 －α＞α

－α （φ
犽
犐＋α）犃

犽ζ
犐 －α＜－α

（φ
犽
犐＋α）犃

犽ζ
犐 －α

烅

烄

烆 其他

（１３）

式中：犃犽犐＝
犆（φ）

φ犐
／（λ

犵
φ犐

）；ζ（０＜ζ＜１）为阻尼系

数，为了使算法稳定，一般取ζ＝０．５。犃
犽
犐 中的拉格

朗日乘子λ在每步迭代时，可以应用二分法根据结

构的体积约束条件确定。

为了求得犃犽犐，首先考虑优化问题的目标函数

犆（φ）。由上述可知，目标函数犆（φ）可以离散为

犆（φ）＝∫Ω
犎（φ）犈犻犼犽犾ε犻犼（狌）ε犽犾（狌）ｄΩ＝

　　∑

犖犲

犲＝１

［∑
４

犻＝１

犎（φ
犲
犻）／４］

狆
犈０犻犼犽犾（狌

犲）Ｔ犓０犲狌
犲 （１４）

这样目标函数犆（φ）对设计变量φ犐 的敏度为

犆（φ）

φ犐
＝－

１

４∑

犖犐

犲＝１

犈０犻犼犽犾狆［∑
４

犿＝１

犎（φ
犲
犿）／４］

狆－１
·

犎′（φ犐）（狌
犲）Ｔ犓０犲狌

犲 （１５）

式中：犖犐 为节点犐处公共点的单元的总数。

同样对于体积约束条件犵的离散形式，可以表

示为

犵＝∫Ω
犎（φ）ｄΩ－犞０ ＝

　　∑

犖犲

犲＝１

［∑
４

犿＝１

犎（φ
犲
犿）／４］狏犲－犞０ （１６）

式中：狏犲为单元犲的体积参数。那么体积约束犵对设

计变量φ犐 的敏度为
犵
φ犐

＝
１

４∑

犖犐

犲＝１

犎′（φ犐）狏犲。

笔者对敏度的计算中用到了 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ阶跃函

数犎（φ）的导函数 犎
′（φ），所以在实际计算中应该

引入小量ε对其进行光滑处理，以便微分运算能够

正常进行。为了能够在整个设计域中引入拓扑导数

信息，笔者取ε＞α。例如取如下的正则化的 Ｈｅａｖｉ

ｓｉｄｅ函数（图１）

犎（φ）＝

Δｍｉｎ　　　　　　φ≤－ε

１

２
（１＋ｓｉｎ

πφ
２ε
） －ε＜φ＜ε

１ φ≥

烅

烄

烆 ε

（１７）

犎′（φ）＝

０　　　　　　 φ≤－ε

π
４ε
ｃｏｓ
πφ
２ε

－ε＜φ＜ε

０ φ≥

烅

烄

烆 ε

（１８）

图１ 正则化犎犲犪狏犻狊犻犱犲函数及其导函数

犉犻犵．１ 犚犲犵狌犾犪狉犻狕犲犱犎犲犪狏犻狊犻犱犲犉狌狀犮狋犻狅狀犪狀犱犐狋狊犇犲狉犻狏犪狋犻狏犲狊
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４ 算　例

笔者在 Ｍａｔｌａｂ中通过几个经典的拓扑优化算

例来验证本文算法的有效性。对于正则化 Ｈｅａｖｉ

ｓｉｄｅ函数中的磨光参数，取ε＝０．２ｍｉｎ（Δ狓，Δ狔），而

水平集函数φ的上下限取为±０．１ｍｉｎ（Δ狓，Δ狔），其

中Δ狓和Δ狔分别为有限元网格在狓 和狔方向上的

尺寸。这种处理显著地提高了算法的计算效率，加

快了拓扑优化的收敛。在本文的计算中，实体材料

的弹性模量取为犈＝１，泊松比取为ν＝０．３。

算例１：悬臂梁的优化。图２所示的左端固定

的单位厚度的悬臂梁，其初始设计区域取长宽比为

８∶５，分别考虑在自由端中点和下部承受一个竖直

向下的单位集中力犉。约束条件分别为结构实体材

料体积不超过设计区域体积的３０％和４０％，求满足

结构的柔度最小目标下的最优拓扑。计算网格取为

８０×５０，结果见图３［（ａ）～（ｃ）自由端中点受集中

力，（ｄ）～（ｆ）自由端下部受集中力］。密度惩罚法得

到的结果见图４。

图２ 悬臂梁模型（单位：犮犿）

犉犻犵．２ 犆犪狀狋犻犾犲狏犲狉犅犲犪犿犕狅犱犲犾（犝狀犻狋：犮犿）

图３ 悬臂梁拓扑优化过程

犉犻犵．３ 犘狉狅犮犲狊狊狅犳犜狅狆狅犾狅犵狔犗狆狋犻犿犻狕犪狋犻狅狀犳狅狉

犆犪狀狋犻犾犲狏犲狉犅犲犪犿

图４ 根据密度惩罚法得到的悬臂梁最优拓扑结构

犉犻犵．４ 犗狆狋犻犿犪犾犜狅狆狅犾狅犵狔犛狋狉狌犮狋狌狉犲狅犳犆犪狀狋犻犾犲狏犲狉犅犲犪犿

犗犫狋犪犻狀犲犱犫狔犛犐犕犘

算例２：ＭＢＢ（ＭｉｎｉａｔｕｒｅＢｅｎｄｉｎｇＢｅａｍ）的优

化。图５所示的 ＭＢＢ，其左下角固定支撑，右下角

受滚动铰链约束，设计区域取长宽比为１６０∶４０，梁

上部中点处受单位集中荷载。约束条件为结构实体

材料体积不超过设计区域体积的５０％，求满足结构

的柔度最小目标下的最优拓扑。考虑结构的对称

性，仅对具有对称边界条件的１／２结构进行离散处

理，优化完成后再根据对称性复原，这样处理节约了

５０％的计算量。计算网格取为８０×４０，结果见图６。

密度惩罚法得到的结果见图７。

图５ 犕犅犅模型（单位：犮犿）

犉犻犵．５ 犕犅犅犕狅犱犲犾（犝狀犻狋：犮犿）

图６ 犕犅犅的拓扑优化过程

犉犻犵．６ 犘狉狅犮犲狊狊狅犳犜狅狆狅犾狅犵狔犗狆狋犻犿犻狕犪狋犻狅狀犳狅狉犕犅犅

图７ 根据密度惩罚法得到的 犕犅犅最优拓扑结构

犉犻犵．７ 犗狆狋犻犿犪犾犜狅狆狅犾狅犵狔犛狋狉狌犮狋狌狉犲狅犳犕犅犅

犗犫狋犪犻狀犲犱犫狔犛犐犕犘
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从以上两例的结果，对比图３与图４、图６与图

７，可以清楚地看到，笔者提出的方法与密度惩罚法

获得的结果基本一致，但本文方法得到的结构边界

轮廓更加光滑，避免了基于单元描述方法的锯齿形

边界，同时没有表现出明显的棋盘格现象，而且相对

于传统的水平集方法来说，收敛速度大大加快，一般

只需３０～４０步的迭代就可以得到最优解。

５ 结 语

笔者基于水平集方法对连续体结构拓扑优化设

计问题进行了研究，给出了一种高效、稳健的设计算

法。本文中综合采用有限单元法与优化准则法对问

题进行了求解，在计算中利用平均化技术获得了单

元的刚度值，同时合理地考虑了目标函数的拓扑导

数信息，使得算法的计算效率有了显著的提高，而且

避免了棋盘格式和网格依赖性等数值不稳定现象。

本文中提出的方法可以应用到多工况荷载、多维问

题情况，而且对于涉及多种材料的设计问题也有一

定的启发。
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