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双参数地基推力长桩的水平位移解析解

张望喜，易伟建，陈友坤，谢小安
（湖南大学 土木工程学院，湖南 长沙　４１００８２）

摘要：基于双参数地基理论，获得了双参数地基桩系统的总势能泛函；采用能量变分原理推导了双

参数地基推力长桩平衡微分方程及相应的边界条件；根据桩的抗弯刚度与地基参数相对大小的不

同情况，求得了双参数地基推力长桩的水平位移解析解。结果表明：双参数地基模型可以模拟从离

散介质到连续介质的各种地基土，性能优于传统单参数地基，考虑侧向连续性的双参数地基模型较

好地模拟了桩周土体对推力长桩支承、约束及水平位移的影响；推力和弯矩对推力长桩水平位移的

影响同等重要，在推力长桩受力分析中，桩端推力和弯矩应同时考虑。
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０ 引　言

目前，各国在计算推力长桩位移、侧土抗力和内

力时主要采用弹性地基系数法。根据地基抗力系数

变化规律的不同假定，可将其分为线弹性地基系数

法（Ｋ法、ｍ法）和非线性弹性地基系数法（Ｃ法、双



参数法等）。Ｋ法、ｍ法已被纳入中国现行建筑和

桥梁桩基设计规范［１３］。由于忽略了地基支承侧向

连续性的影响，单参数地基模拟土（岩）体对推力长

桩的支承无疑存在较大误差，为解决单参数推力长

桩不能较好地模拟桩土相互作用的实际情况，笔者

基于双参数地基理论，通过能量变分原理推导了双

参数地基推力长桩平衡微分方程及相应的边界条

件，并获得了双参数地基推力长桩水平位移解析解。

虽然关于双参数地基理论的研究已取得很多成果，

但双参数地基推力长桩的精确计算分析却很少，在

已公开发表的刊物上并未见到。

１ 平衡微分方程

为了得到双参数地基推力长桩的平衡微分方

图１ 双参数地基上

的无限长桩
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程，首先研究如图１所示的双
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分别为桩身所承受的弯矩、压缩基床系数及剪切基

床系数。

令双参数地基桩系统总势能的１阶变分为０，
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式（４）为双参数地基推力长桩的平衡方程，式（５）

为双参数地基的平衡方程。利用式（５）及桩侧其他

区域（非直接受压区）地基的边界条件，可得图１中
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）的水平位
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将式（６）代入式（４）中，可得双参数地基无限长

推力长桩的平衡微分方程
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式中：犓ｃ为考虑桩侧地基影响后的桩侧地基等效压

缩基床系数，犓ｃ＝犱犓＋２槡犓犌；犌ｃ为考虑桩侧地基

影响后的桩侧地基等效剪切基床系数，犌ｃ＝犱犌；犈犐

为桩的抗弯刚度。

２ 水平位移通解

双参数地基上的长桩平衡微分方程对应的齐次

方程为
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犓ｃ
犈犐
＝
犌２ｃ－４犓ｃ犈犐
（犈犐）２

的正负密切相关，即双

参数地基上长桩的解取决于桩的抗弯刚度和地基的

基床系数的相对大小。根据桩的抗弯刚度与地基参

数的相对大小情况，双参数地基上长桩的水平位移
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通解分为以下３种情况。

（１）当Δ＞０，即犌ｃ＞ ４犓ｃ槡 犈犐时，式（８）通解为
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式中：犃、犅、犆、犇为任意待定系数。
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３ 边界条件

引入等效压缩基床系数后，双参数地基桩的边

图２ 双参数地基

上的推力桩
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界条件可按平面问题进行分析。

为得到如图２所示双参数地基

上半无限桩的正确边界条件，先
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－犘ｔ狑狘狕＝０－犕０
ｄ狑
ｄ狕 狕＝０

；
′
４为桩

底以 下 地 基 的 形 变 势 能，
′
４ ＝

１

２∫
＋∞

犾

［犓ｃ狑
２
＋

犌ｃ（
ｄ狑
ｄ狕
）２］ｄ狕；狑、犘ｔ、犕０ 分别为桩身的水平位移、桩

顶端所承受的集中力及弯矩。

桩底以下地基变形很小，忽略 
′
４ 的影响，则总

势能１阶变分为０，即δ
′
＝０，得

∫
犾

０

（－
ｄ２犕

ｄ狓２
＋犓ｃ狑－犌ｃ

ｄ２狑

ｄ狕２
）δ狑ｄ狕－

　　犕δ
ｄ狑
ｄ狕

犾

０
－犕０

ｄ狑
ｄ狕 狕＝０

－犘ｔδ狑狘狕＝０＋

　　（
ｄ犕
ｄ狕
＋犌ｃ

ｄω
ｄ狕
）δ狑

犾

０
＝０ （１３）

由式（１３）可得

－
ｄ２犕

ｄ狕２
＋犓ｃ狑－犌ｃ

ｄ２狑

ｄ狕２
＝０ （１４）

（犕－犕０）狕＝０ ＝０

（ｄ犕
ｄ狕
＋犌ｃ

ｄ狑
ｄ狕
＋犘ｔ）

狕＝０
＝ 烍

烌

烎
０

（１５）

犕狘狕＝犾 ＝０，（
ｄ犕
ｄ狕
＋犌ｃ

ｄ狑
ｄ狕
）
狕＝犾
＝０ （１６）

显然，式（１４）为如图１所示双参数地基推力长

桩的平衡方程，式（１５）、（１６）为如图２所示双参数地

基桩问题的边界条件，采用水平位移狑表示为

（－犈犐
ｄ２狑

ｄ狕２
－犕０）

狕＝０

＝０

（－犈犐
ｄ３狑

ｄ狕３
＋犌ｃ
ｄ狑
ｄ狕
＋犘ｔ）

狕＝０

烍

烌

烎
＝０

（１７）

－犈犐
ｄ２狑

ｄ狕２ 狕＝犾

＝０

（－犈犐
ｄ３狑

ｄ狕３
＋犌ｃ
ｄ狑
ｄ狕
）
狕＝犾

烍

烌

烎
＝０

（１８）

４ 水平位移解析解

对双参数地基推力长桩的一般性问题（图２），

根据式（１７）、（１８）给定的４个边界条件，可惟一地确

定式（８）～（１０）中的４个待定系数，并可得到推力长

桩的水平位移表达式。

（１）当Δ＞０，即犌ｃ＞ ４犓ｃ槡 犈犐时，式（９）的待定

系数由式（１９）给定

　　　　

α
２

α
２

β
２

β
２

α
２ｅα犾 α

２ｅ－α犾 β
２ｅβ犾 β

２ｅ－β犾

α
３－
犌ｃ
犈犐
α α

３＋
犌ｃ
犈犐
α β

３－
犌ｃ
犈犐β

－β
３＋
犌ｃ
犈犐β

（α
３－
犌ｃ
犈犐
α）ｅα

犾 （－α
３＋
犌ｃ
犈犐
α）ｅ

－α犾 （β
３－
犌ｃ
犈犐β
）ｅβ犾 （－β

３＋
犌ｃ
犈犐β
）ｅ－β

熿

燀

燄

燅
犾

熿

燀

燄

燅

犃

犅

犆

犇

＝

－
犕０
犈犐

０

犘ｔ
犈犐

熿

燀

燄

燅０

（１９）

（２）当Δ＝０，即犌ｃ＝ ４犓ｃ槡 犈犐时，式（１０）的待定　　系数由式（２０）给定
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α
２

２α α
２

－２α

α
２
ｅα
犾 （２α＋α

２犾）ｅα犾 α
２
ｅ
－α犾 （－２α＋α

２犾）ｅ－α犾

α
３
－
犌ｃ
犈犐
α ３α

２
－
犌ｃ
犈犐

－α
３
＋
犌ｃ
犈犐
α ３α

２
－
犌ｃ
犈犐

（α
３
－
犌ｃ
犈犐
α）ｅα

犾 ［３α
２
＋α

３犾－
犌ｃ
犈犐
（１＋α犾）］ｅα

犾 （－α
３
＋
犌ｃ
犈犐
α）ｅ

－α犾 ［３α
２
－α

３犾－
犌ｃ
犈犐
（１－α犾）］ｅ

－α

熿

燀

燄

燅
犾

熿

燀

燄

燅

犃

犅

犆

犇

＝

－
犕０

犈犐

０

犘ｔ
犈犐

熿

燀

燄

燅０

（２０）

（３）当Δ＜０，即犌ｃ＜ ４犓ｃ槡 犈犐时，式（１１）的待定　　系数由式（２１）给定

　　　

α
２－β

２ ２αβ α
２－β

２ －２αβ

α
３－３αβ

２－
α犌ｃ
犈犐

３α
２

β－β
３－β
犌ｃ
犈犐

３αβ
２－α

３＋
α犌ｃ
犈犐

３α
２

β－β
３－β
犌ｃ
犈犐

犓３１ 犓３２ 犓３３ 犓３４

犓４１ 犓４２ 犓４３ 犓

熿

燀

燄

燅４４

熿

燀

燄

燅

犃

犅

犆

犇

＝

－
犕０
犈犐

０

犘ｔ
犈犐

熿

燀

燄

燅０

（２１）

　　犓３１＝α
２ｅα犾ｃｏｓβ犾－２αβｅ

α犾ｓｉｎβ犾－β
２ｅα犾ｃｏｓβ犾

犓３２＝α
２ｅα犾ｓｉｎβ犾＋２αβｅ

α犾ｃｏｓβ犾－β
２ｅα犾ｓｉｎβ犾

犓３３＝α
２ｅ－α犾ｃｏｓβ犾＋２αβｅ

－α犾ｓｉｎβ犾－β
２ｅ－α犾ｃｏｓβ犾

犓３４＝α
２ｅ－α犾ｓｉｎβ犾－２αβｅ

－α犾ｃｏｓβ犾－β
２ｅ－α犾ｓｉｎβ犾

犓４１＝（α
３－３αβ

２－
α犌ｃ
犈犐
）ｅα犾ｃｏｓβ犾＋（β

３－

　　３α
２

β＋
β犌ｃ
犈犐
）ｅα犾ｓｉｎβ犾

犓４２＝（α
３－３αβ

２－
α犌ｃ
犈犐
）ｅα犾ｓｉｎβ犾＋（３α

２

β－

　　β
３－β
犌ｃ
犈犐
）ｅα犾ｃｏｓβ犾

犓４３＝（３αβ
２－α

３＋
α犌ｃ
犈犐
）ｅ－α犾ｃｏｓβ犾＋（β

３－

　　３α
２

β＋
β犌ｃ
犈犐
）ｅ－α犾ｓｉｎβ犾

犓４４＝（３αβ
２－α

３＋
α犌ｃ
犈犐
）ｅ－α犾ｓｉｎβ犾＋（３α

２

β－

　　β
３－β
犌ｃ
犈犐
）ｅ－α犾ｃｏｓβ犾

基于上述３种情况下的双参数地基推力长桩的

水平位移表达式，可以对推力长桩进行应力分析与

设计。

对于半长桩，当狕趋于无穷大时，桩的水平位移

和曲率等于０，则式（９）中常数犃和犆、式（１０）中常

数犃和犅 以及式（１１）中常数犃和犅 须为０。此时，

可得推力长桩的水平位移表达式。

（１）当Δ＞０，即犌ｃ＞ ４犓ｃ槡 犈犐时，式（９）变为

狑＝犅ｅ－α狕＋犇ｅ－β狕

犅＝
１

犈犐

犕０（犈犐β
３－犌ｃβ）－犘ｔ犈犐β

２

（犈犐α
３－犌ｃα）β

２－（犈犐β
３－犌ｃβ）α

２

犇＝
１

犈犐

犕０（犈犐α
３－犌ｃα）－犘ｔ犈犐α

２

（犈犐β
３－犌ｃβ）α

２－（犈犐α
３－犌ｃα）β

烍

烌

烎
２

（２２）

（２）当Δ＝０，即犌ｃ＝ ４犓ｃ槡 犈犐时，式（１０）变为

　　

狑＝（犆＋犇狕）ｅ－α狕

犆＝
２犘ｔ犈犐α－犕０（３犈犐α

２－犌ｃ）

（犈犐α
２＋犌ｃ）犈犐α

２

犇＝
犘ｔ犈犐α－犕０（犈犐α

２－犌ｃ）

（犈犐α
２＋犌ｃ）犈犐

烍

烌

烎α

（２３）

（３）当Δ＜０，即犌ｃ＜ ４犓ｃ槡 犈犐时，式（１１）变为

狑＝ｅ－α狕（犆ｃｏｓβ狕＋犇ｓｉｎβ狕）

犆＝［１／（犈犐）］［２犈犐犘ｔα－犕０（３犈犐α
２－犈犐β

２－

犌ｃ）］／［２α
２（３犈犐β

２－犈犐α
２＋犌ｃ）＋（α

２－

β
２）（３犈犐α

２－犈犐β
２－犌ｃ）］

犇＝［１／（β犈犐）］［犈犐犘ｔ（α
２－β

２）－犕０α（３犈犐β
２－

犈犐α
２＋犌ｃ）］／［２α

２（３犈犐β
２－犈犐α

２＋犌ｃ）＋

（α
２－β

２）（３犈犐α
２－犈犐β

２－犌ｃ

烍

烌

烎）］

（２４）

当剪切基床系数趋于０时，双参数地基退化为

单参数地基，推力长桩的水平位移表达式同式（２４），

此时α＝β＝

４

犓ｃ
４槡犈犐＝

４

犫犓
４槡犈犐，与已有结果一致。

５ 算例分析

算例取Ｃ３０钢筋混凝土推力长桩，其弹性模量

犈＝３．０×１０１０Ｐａ，桩径１．０ｍ，中等密实、密实和极

密实３种土体压缩基床系数犓 分别近似取为１．０×

１０７、５．０×１０７、１．０×１０８Ｐａ·ｍ－１，剪切基床系数犌

分别取对应压缩基床系数的５％、１０％、２０％。地表

处桩所承受的水平推力和弯矩分别为１００ｋＮ 和

１００ｋＮ·ｍ，分别计算推力和弯矩单独或共同作用

下，双参数和单参数地基推力长桩的水平位移，结果

见图３。

从图３可以看出，双参数地基模型能较好地模

拟桩周围土体对推力长桩水平位移的影响，土体越

密实，即地基土越接近于连续介质，单参数地基模型

效果越差，其只不过是双参数地基的一个特例。比
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图３ 推力桩水平位移曲线

犉犻犵．３ 犎狅狉犻狕狅狀狋犪犾犇犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋犆狌狉狏犲狊

狅犳犔犪狋犲狉犪犾犾狔犔狅犪犱犲犱犘犻犾犲

较图３（ａ）、（ｂ）可知，推力与弯矩对推力长桩水平位

移的影响同等重要，在推力长桩受力分析中，既要考

虑推力又要考虑弯矩。求得桩的水平位移后，进而

可求桩的内力，用于设计与分析。

６ 结 语

（１）与单参数（Ｗｉｎｋｌｅｒ）地基相比，采用考虑侧

向连续性的双参数地基更能模拟土体对推力长桩的

支承与约束，单参数地基推力长桩只不过是双参数

地基推力长桩的一个理想特例。

（２）通过能量变分原理，得出双参数地基推力长

桩的平衡微分方程以及相应的边界条件，进而可求

出桩身水平位移解析解，并进一步计算桩身内力与

应力。

（３）基于算例分析结果可知，推力与弯矩对推力

长桩水平位移的影响同等重要，在推力长桩受力分

析中，既要考虑推力又要考虑弯矩。
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