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摘要：应用细观力学理论中的 ＭｏｒｉＴａｎａｋａ法和Ｅｓｈｅｌｂｙ等效夹杂法求解了纤维混凝土的弹性模

量，对影响纤维混凝土弹性模量的若干参数进行讨论，得出纤维混凝土的弹性模量为砂、石、纤维和

水泥（基体）４种组分物理性能和体积率等不同参数的函数。通过比较理论解和已有试验数据可

知，二者吻合较好，证明利用细观力学的理论求解纤维混凝土弹性模量是一种可行并有效的方法。
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０ 引　言

含有三维随机分布夹杂复合材料的弹性模量可

通过固体力学理论并建立近似模型而得到求解。

Ｈｏｒｉ
［１］借助经验常数给出了不同骨料组成纤维混凝

土的弹性模量和试验数据。Ｖｏｉｇｔ
［２］给出了复合材

料弹性模量的上限，Ｒｅｕｓｓ
［３］给出了其弹性模量的

下限。Ｈａｓｈｉｎ等
［４］采用更为优越的变分方法给出

了复合材料弹性模量的区间。Ｍｏｒｉ等
［５］用平均场

概念分析了复合材料的细观特性。Ｅｓｈｅｌｂｙ
［６］考虑

了夹杂形状对复合材料性能的影响。Ｍｕｒａ
［７］通过

弹性力学理论和Ｅｓｈｅｌｂｙ夹杂法研究了复合材料弹

性模量和弹塑性力学表现。Ｃｈｒｉｓｔｅｎｓｅｎ等
［８］提出

了两相球状模型求解颗粒增强复合材料的剪切模

量，该模型优点为夹杂和周围介质的应力、应变场的

相互作用得到了充分考虑。Ｌｕｔｆｉ
［９］对钢纤维增强



水泥基复合材料的物理和机械性能进行了充分研

究。Ａｈｍｅｄ
［１０］通过试验研究了聚合物纤维增强混

凝土的力学性能并得到弹性模量等参数。本文中笔

者应用 ＭｏｒｉＴａｎａｋａ法和Ｅｓｈｅｌｂｙ等效夹杂法求解

了含有３种不同球形夹杂的纤维混凝土的弹性模

量，并且理论解和试验数据吻合较好。

１ 细观力学求解模型

１．１ 球形夹杂四相复合材料模型

假设无限大体犕（水泥基体）内有３种随机分布

的球形夹杂（细骨料、粗骨料和颗粒状纤维），见图

１。其中砂为第１类夹杂，占据空间Ω１＝∑
犖

犻＝１

Ω１犻，弹性

模量为犆１ 且体积率为犳１；石为第２类夹杂，占据空

间Ω２＝∑
犖

犻＝１

Ω２犻，弹性模量为犆

２ 且体积率为犳２；纤维

为第３类夹杂，占据空间Ω３ ＝∑
犖

犻＝１

Ω３犻，弹性模量为

犆３ 且体积率为犳３。３种夹杂被弹性模量为犆的基体

（水泥）包围，通过细观力学理论求解纤维混凝土的

弹性模量珚犆。

图１ 球形夹杂四相复合材料模型
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应用Ｅｓｈｅｌｂｙ等效夹杂法求解如图１所示的复

合材料（纤维增强混凝土）的弹性模量珚犆，在无限远

处施加均匀应力σ
０，夹杂Ω１、Ω２、Ω３ 内的本征应变

分别为ε

１ 、ε


２ 、ε


３ 。

１．２ 弹性模量的计算

夹杂和基体相对于均匀应力σ
０ 的应力场扰动

分别为σ
Ω１、σΩ２、σΩ３、σ

犕，由本征应变引起的应变场扰

动Δγ犻犼（狓）为

Δγ犻犼（狓）＝－∫
Ω１

犆犽犾犿狀ε

犿狀（狓

′）×
１

２
［犌犻犽，犾犼（狓－

　　狓
′）＋犌犼犽，犾犻（狓－狓

′）］ｄ狓 （１）

式中：Ｇｒｅｅｎ函数犌犻犼（狓－狓
′）表示点狓′处沿狓犼 方向

的单位力在点狓 处引起的沿狓犻 方向的位移分量。

通过虎克定律和夹杂Ω１、Ω２、Ω３ 内的平均应力可以

求得纤维混凝土内的弹性场

σ
０＋＜σ

Ω１＞＝犆

１ ［犆

－１（σ
０＋

　　＜σ
犕
＞）＋＜Δγ１＞］ （２）

σ
０＋＜σ

Ω２＞＝犆

２ ［犆

－１（σ
０＋

　　＜σ
犕
＞）＋＜Δγ２＞］ （３）

σ
０＋＜σ

Ω３＞＝犆

３ ［犆

－１（σ
０＋

　　＜σ
犕
＞）＋＜Δγ３＞］ （４）

式中：符号＜ ＞表示参数的平均值；Δγ１、Δγ２、Δγ３

分别为由于本征应变ε

１ 、ε


２ 、ε


３ 引起的应变扰动。

夹杂中扰动应变的平均值分别为

　　　　＜Δγ１＞＝犛１＜ε

１ ＞ （５）

　　　　＜Δγ２＞＝犛２＜ε

２ ＞ （６）

　　　　＜Δγ３＞＝犛３＜ε

３ ＞ （７）

式中：犛１、犛２、犛３ 为无限大体中球形夹杂的Ｅｓｈｅｌｂｙ

张量。由于扰动应力场平均值必须为０，则

　　　　　　∫
犇

σ犻犼ｄ狓＝０ （８）

通过数学变换可将式（８）改写为

犳１＜σ
Ω１＞＋犳２＜σ

Ω２＞＋犳３＜σ
Ω３＞＋

　　（１－犳１－犳２－犳３）＜σ
犕
＞＝０ （９）

犳１＋犳２＋犳３＋犳ｍ＝１ （１０）

式中：犳ｍ 为基体体积率。

将式（５）～（７）代入式（２）～（４）可得

　σ
Ω１＝＜σ

犕
＞＋犆（犛１－犐）＜ε


１ ＞ （１１）

　σ
Ω２＝＜σ

犕
＞＋犆（犛２－犐）＜ε


２ ＞ （１２）

　σ
Ω３＝＜σ

犕
＞＋犆（犛３－犐）＜ε


３ ＞ （１３）

式中：犐为单位张量。由式（１０）～（１３）可得

σ
犕＝－［犳１犆（犛１－犐）＜ε


１ ＞＋犳２犆（犛２－

　　犐）＜ε２ ＞＋犳３犆（犛３－犐）＜ε

３ ＞］ （１４）

σ
Ω１＝（１－犳１）犆（犛１－犐）＜ε


１ ＞－犳２犆（犛２－

　　犐）＜ε２ ＞－犳３犆（犛３－犐）＜ε

３ ＞ （１５）

σ
Ω２＝（１－犳２）犆（犛２－犐）＜ε


２ ＞－犳１犆（犛１－

　　犐）＜ε１ ＞－犳３犆（犛３－犐）＜ε

３ ＞ （１６）

σ
Ω３＝（１－犳３）犆（犛３－犐）＜ε


３ ＞－犳１犆（犛１－

　　犐）＜ε１ ＞－犳２犆（犛２－犐）＜ε

２ ＞ （１７）

将式（１１）～（１７）代入式（２）～（４）并求解ε１ 、

ε

２ 、ε


３ 可得

　　　　　　＜ε

１ ＞＝ασ

０ （１８）

　　　　　　＜ε

２ ＞＝βσ

０ （１９）

　　　　　　＜ε

３ ＞＝ρσ

０ （２０）
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其中α、β、ρ的隐性表达式分别为

σ
０（犐－犆１犆

－１）＋犃＜ε１ ＞＋

　　犳２犕＜ε

２ ＞＋犳３犙＜ε


３ ＞＝０ （２１）

σ
０（犐－犆２犆

－１）＋犅＜ε２ ＞＋

　　犳１犖＜ε

１ ＞＋犳３犚＜ε


３ ＞＝０ （２２）

σ
０（犐－犆３犆

－１）＋犇＜ε３ ＞＋

　　犳１犘＜ε

１ ＞＋犳２犛＜ε


２ ＞＝０ （２３）

犃＝［（１－犳１）犆＋犳１犆

１ ］（犛１－犐）－犆


１犛１

犅＝［（１－犳２）犆＋犳２犆

２ ］（犛２－犐）－犆


２犛２

犇＝［（１－犳３）犆＋犳３犆

３ ］（犛３－犐）－犆


３犛３

犕＝（犆１ －犆）（犛２－犐）

犖＝（犆２ －犆）（犛１－犐）

犘＝（犆３ －犆）（犛１－犐）

犙＝（犆１ －犆）（犛３－犐）

犚＝（犆２ －犆）（犛３－犐）

犛＝（犆３ －犆）（犛２－犐

烍

烌

烎）

（２４）

平均弹性应变＜γ
Ω１＞、＜γΩ２＞、＜γΩ３＞可分别

由式（２５）～（２７）得到

　　＜γ
Ω１＞＝犆

－１
＜σ

犕
＞＋＜Δγ１＞ （２５）

　　＜γ
Ω２＞＝犆

－１
＜σ

犕
＞＋＜Δγ２＞ （２６）

　　＜γ
Ω３＞＝犆

－１
＜σ

犕
＞＋＜Δγ３＞ （２７）

基体犕 中平均应变＜γ
犕
＞和平均应力＜σ

犕
＞

的关系为

　　　　＜γ
犕
＞＝犆

－１
＜σ

犕
＞ （２８）

纤维混凝土由４种成分组成：水泥、砂、石和纤

维。假定各相体积率为其对应的加权系数，则复合

材料的总平均应变场珔γ可由式（２５）～（２８）得到

＜珔γ＞＝＜γ
０
＞＋犳１＜γ

Ω１＞＋

　　犳２＜γ
Ω２＞＋犳３＜γ

Ω３＞＋

　　（１－犳１－犳２－犳３）＜γ
犕
＞＝珚犆

－１
σ
０ （２９）

式中：γ
０ 为均质复合材料无限远处应力σ

０ 引起的应

变；γΩ１、γΩ２、γΩ３分别为域Ω１、Ω２、Ω３ 内的平均弹性

应变。由式（２９）可得到弹性柔度珚犆－１平均值，则纤

维混凝土弹性模量的张量表达式为

　　珚犆＝（犆
－１＋犳１α＋犳２β＋犳３ρ）

－１ （３０）

２ 计算结果与讨论

２．１ 纤维混凝土弹性模量的理论求解

为比较现有模型理论解和试验结果（Ｓｉｍｅ

ｏｎｏｖ
［１１］），选取如下参数：水泥基体和３种球形夹杂

的泊松比分别为νｍ＝０．２５、ν１＝０．２、ν２＝ν３＝０．３。

其中３种球形夹杂随机分布在各向同性无限大基体

中。计算时选取３种球形夹杂的弹性模量犈
１ 、犈


２ 、

犈
３分别为水泥基体弹性模量犈ｍ 的１００、５０、５０倍。

夹杂的Ｅｓｈｅｌｂｙ张量犛１、犛２、犛３ 由附录中所给公式

得到。通过计算犆、犆１ 、犆

２ 、犆


３ 并代入式（３０），可

得到复合材料弹性模量珚犆，由此可直接导出弹性模

量值。图２为以体积率犳１、犳２、犳３ 为函数的量纲为

１的参数珚犈／犈ｍ 曲线，珚犈为素混凝土的弹性模量。

图２ 弹性模量与球形夹杂体积率的关系

犉犻犵．２ 犚犲犾犪狋犻狅狀狅犳犈犾犪狊狋犻犮犕狅犱狌犾犻狏狊犞狅犾狌犿犲

犉狉犪犮狋犻狅狀狊狅犳犛狆犺犲狉犻犮犪犾犐狀犺狅犿狅犵犲狀犲犻狋犻犲狊

由图２可以看出，纤维体积率增加则纤维混凝

土的弹性模量也增加，此外，水泥基体作为连续相也

起重要作用。这证明通过减小水灰比等措施以增加

水泥基体弹性模量是增加纤维混凝土弹性模量的最

有效方法。

２．２ 理论解和试验结果的比较

为在相对较广范围内进行比较，选用 Ｌｕｉｔｆｉ、

Ａｈｍｅｄ和Ａｎｓｏｎ
［１２］中水灰比为０．５时水泥和砂浆

的试验结果。其中水泥基体的弹性模量 犈ｍ ＝

１２ＧＰａ，砂、石、聚合物纤维及钢纤维的弹性模量分

别为８０、６９、１０、２１０ＧＰａ。水泥基体、砂、石和纤维

３０１第２期　　　　　　　　　俞家欢，等：纤维混凝土弹性模量的细观力学求解方法



的泊 松 比 分 别 为νｍ ＝０．２２、νｓ ＝０．２２、νｇ ＝

０．２３、ν４＝０．３。

选取以下３组数据：Ａ组，水泥和砂组成砂浆；

Ｂ组，砂浆和石组成素混凝土；Ｃ组，混凝土和纤维

组成纤维混凝土（ＦＲＣ）。在Ａ组中水泥为基体，砂

为增强相（夹杂）。表１为砂体积率在０．３２２～

０．５８９区间时砂浆的弹性模量犈Ｍ 的值。由表１可

知：当砂体积率增加时砂浆的弹性模量也增加，其范

围为２１．９～３０．４ＧＰａ。在Ｂ组中石为增强相而砂

浆为基体，所需砂浆数值可由表１得到。

表１ 水泥、砂的体积率与砂浆的弹性模量

犜犪犫．１ 犞狅犾狌犿犲犉狉犪犮狋犻狅狀狊狅犳犆犲犿犲狀狋，犛犪狀犱犪狀犱

犈犾犪狊狋犻犮犕狅犱狌犾犻狅犳犕狅狉狋犪狉

犳ｍ 犳１ 犈Ｍ／ＧＰａ

０．６７８ ０．３２２ ２１．９０

０．５８３ ０．４１７ ２６．００

０．５１３ ０．４８７ ２８．００

０．４５６ ０．５４４ ２８．３０

０．４１１ ０．５８９ ３０．４０

　　表２为素混凝土的弹性模量珚犈与石、水泥以及

砂体积率的函数关系。

表２ 水泥、砂、石的体积率与素混凝土的弹性模量

犜犪犫．２ 犞狅犾狌犿犲犉狉犪犮狋犻狅狀狊狅犳犆犲犿犲狀狋，犛犪狀犱，犌狉犪狏犲犾犪狀犱

犈犾犪狊狋犻犮犕狅犱狌犾犻狅犳犘犾犪犻狀犆狅狀犮狉犲狋犲

犳ｍ 犳１ 犳２
素混凝土弹性模量／ＧＰａ

试验值犈ｓ 理论值犈ｌ

［（犈ｌ－犈ｓ）·

犈－１ｓ ］／％

０．３７３９ ０．４４６１ ０．１８ ３４．９０ ３２．１４ －７．９

０．３４２０ ０．４０８０ ０．２５ ３４．２０ ３３．９２ －０．８

０．３２８３ ０．３９１２ ０．２８ ３５．４０ ３４．７３ －１．９

０．３１９２ ０．３８０８ ０．３０ ３６．２０ ３５．２９ －２．５

０．２９６４ ０．３５３６ ０．３５ ３８．６０ ３６．７４ －４．８

０．２７３６ ０．３２６４ ０．４０ ３９．６０ ３８．２８ －３．３

　　式（３０）为纤维混凝土弹性模量的通解，如纤维

体积率犳３＝０则退化为表２所示的素混凝土特例。

当骨料（砂、石）体积率增加时，素混凝土的弹性模量

也随之增加。

表３为纤维混凝土弹性模量理论解和文献［９］、

文献［１０］中试验数据的比较，显然二者吻合较好，然

而理论值总是小于试验值。纤维混凝土中的实际微

观结构可能是引起此现象的主要原因，夹杂之间相

互影响会改善水泥基体复合材料的力学性能［１３１５］。

２．３ 纤维混凝土弹性模量影响参数分析

图３为纤维混凝土与纤维的弹性模量关系曲

线。由图３可以看出，纤维混凝土的弹性模量是纤

维弹性模量的增函数。这说明纤维作为增强相有重

要作用，选择合适的纤维是增加纤维混凝土弹性模

量的重要途径。

图３ 纤维混凝土与纤维的弹性模量关系曲线

犉犻犵．３ 犚犲犾犪狋犻狅狀犆狌狉狏犲狊狅犳犈犾犪狊狋犻犮犕狅犱狌犾犻狅犳犉犻犫犲狉犪狀犱

犉犻犫犲狉犚犲犻狀犳狅狉犮犲犱犆狅狀犮狉犲狋犲

图４为钢纤维集中程度对纤维混凝土弹性模量

的影响效果。当钢纤维体积率增加时，纤维混凝土

弹性模量明显增加。

图５为混凝土和轻质聚合物纤维组成的复合

材料中，当纤维体积率小于０．０１时，弹性模量曲线一

表３ 纤维混凝土弹性模量理论值和试验值

犜犪犫．３ 犜犺犲狅狉犲狋犻犮犪犾犞犪犾狌犲狊犪狀犱犈狓狆犲狉犻犿犲狀狋犪犾犞犪犾狌犲狊犳狅狉犈犾犪狊狋犻犮犕狅犱狌犾犻狅犳犉犻犫犲狉犚犲犻狀犳狅狉犮犲犱犆狅狀犮狉犲狋犲

犳ｍ 犳１ 犳２ 犳３
钢纤维混凝土弹性模量／ＧＰａ 聚合物纤维混凝土弹性模量／ＧＰａ

试验值 理论值 试验值 理论值

０．２７４０ ０．３２６０ ０．４０００ ０．０００ ３９．６０ ３８．２８ ３９．６０ ３８．２８

０．２７２６ ０．３２４４ ０．３９８０ ０．００５ ３９．２０ ３８．００ １３．４２ １３．１３

０．２７１０ ０．３２２７ ０．３９４３ ０．０１０ ４０．５０ ４０．１１ １２．４３ １２．２８

０．２６９９ ０．３２１１ ０．３９４０ ０．０１５ ４０．２０ ３９．９７ １２．６５ １２．５３

０．２６８５ ０．３１９５ ０．３８６１ ０．０２０ ４１．０１ ４１．００ １２．９７ １２．２３

直保持下降趋势。如果纤维体积率大于０．０１，则弹

性模量是纤维体积率的增函数。该现象与使用钢纤

维作为增强材料时有所不同，证明少量的轻质纤维

对提高纤维混凝土的弹性模量意义不大。

３ 结 语

（１）减少水灰比以增加水泥基体的弹性模量是

提高纤维混凝土弹性模量的有效途径。
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图４ 钢纤维混凝土弹性模量与纤维体积率关系曲线

犉犻犵．４ 犚犲犾犪狋犻狅狀犆狌狉狏犲狊狅犳犈犾犪狊狋犻犮犕狅犱狌犾狌狊狅犳犛狋犲犲犾犉犻犫犲狉

犚犲犻狀犳狅狉犮犲犱犆狅狀犮狉犲狋犲犪狀犱犞狅犾狌犿犲犉狉犪犮狋犻狅狀狅犳犉犻犫犲狉

图５ 纤维混凝土弹性模量与聚合物纤维体积率关系曲线

犉犻犵．５ 犚犲犾犪狋犻狅狀犆狌狉狏犲狊狅犳犈犾犪狊狋犻犮犕狅犱狌犾狌狊狅犳犉犻犫犲狉

犚犲犻狀犳狅狉犮犲犱犆狅狀犮狉犲狋犲犪狀犱犞狅犾狌犿犲犉狉犪犮狋犻狅狀狅犳犘狅犾狔犿犲狉犉犻犫犲狉

（２）尽管理论值的准确程度为试验所证实，但仍

需要系统研究骨料和纤维的几何尺寸等参数对纤维

混凝土弹性模量的影响。

（３）当钢纤维体积率增加时，纤维混凝土的弹性

模量保持增加。而聚合物纤维则有不同的增强作

用：当纤维体积率小于０．０１时，弹性模量曲线一直

保持下降趋势。如果纤维体积率大于０．０１，则弹性

模量是纤维体积率的增函数。
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