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基于应变频响函数曲率的结构损伤识别
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摘要：为了研究结构损伤并探索其损伤识别指标，基于多自由度体系频响函数，提出了以应变频响

函数（ＳＦＲＦ）曲率作为损伤识别参数的结构损伤识别方法，并提出了结构损伤识别指标———ＳＦＲＦ

曲率比。在此基础上采用有限元方法，进行了简支板单一损伤、多处损伤等多种工况的算例分析。

结果表明：ＳＦＲＦ曲率比对损伤的敏感程度高于由振型、应变、频响函数（ＦＲＦ）等推演出的特征指

标；该方法可用于结构损伤定位以及定性评价多处损伤。
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０ 引　言

人们常把对航天、土木和机械工程结构进行损

伤检测的过程称为结构健康监测。在这种监测中，

基于振动信号的损伤检测方法越来越受到工程界及

研究界的青睐。近年来，利用模态分析方法来对结

构进行无损检测取得了很大进展，许多模态参数被

用来判断损伤的存在及其损伤程度大小。文献［１］

中利用位移模态及应变模态下的原点导纳对混凝土

悬臂梁在发生损伤前后的情况进行了仿真计算。结

果表明：应变原点导纳比位移原点导纳对损伤更敏

感。文献［２］中比较了多种基于振型和频响函数

（ＦＲＦ）的识别指标，取得了较好的效果。文献［３］中

从理论上探讨了应变模态对混凝土结构进行损伤诊

断的测试原理和方法，并通过混凝土框架试验结果

分析，证明了应变模态较位移模态对结构的损伤更

加敏感。文献［４］中利用频响函数的曲率对一拉索

结构的正常状态及２种损伤状态进行了损伤检测。

文献［５］的研究结果也表明，频响函数的曲率对损伤

非常敏感。



由于应变频响函数（ＳＦＲＦ）比其他模态参数包

含的信息更加丰富，而且直接可以通过试验测得，获

得较为容易，在实际应用中有良好的发展前景［６１１］。

在讨论了结构频响函数和应变频响函数的性质后，

笔者提出了基于结构应变频率响应函数曲率的识别

参数，尽管测量噪声对识别结果影响甚小，但所考虑

的频率范围对识别结果有一定的影响。

１ 理论依据

１．１ 多自由度结构体系的频响函数

一个典型多自由度结构体系的强迫振动方程为

犕̈狔＋犆狔＋犓狔＝犳 （１）

式中：犕、犆、犓分别为结构的质量矩阵、阻尼矩阵和

刚度矩阵；̈狔、狔、狔分别为加速度、速度、位移向量；犳

为结构的荷载向量。

对式（１）等号两边进行拉氏变换可得

犕狊２＋犆狊＋犓犢（狊）＝犉（狊） （２）

式中：犢（狊）、犉（狊）分别为狔、犳的拉氏变换；狊为拉氏

变换参数。

由式（２）可得

犢（狊）＝犎ｄ（狊）犉（狊） （３）

式中：犎ｄ（狊）为传递函数矩阵。

由式（３）可推导出多自由度结构体系位移的传

递函数矩阵犎ｄ（狊）为

　犎ｄ（狊）＝ ［（Φ
Ｔ）－１ｄｉａｇ（犕犻狊

２
＋犆犻狊＋犓犻）·

　（Φ
Ｔ）－１］－１ ＝∑

犖

犻＝１

犻
Ｔ
犻

犕犻（狊
２
＋２ξ犻ω犻狊＋ω

２
犻）

（４）

式中：Φ 为由结构各阶振型向量犻 组成的振型矩

阵，Φ＝（１，２，…，犖）；犕犻、犆犻、犓犻 分别为结构的犻

阶模态质量、模态阻尼和模态刚度；ｄｉａｇ（·）表示对

角矩阵；ξ犻为第犻阶模态阻尼比；ω犻为结构第犻阶模

态圆频率。

频率响应函数矩阵任一元素 犎狉狆ｄ （ω）表示狆点

激振、狉点拾振的频响函数，其表达式为

犎狉狆ｄ（ω）＝犎
狉狆
ｄ（狊）狊＝ｊω ＝

　　∑
犖

犻＝１

狉犻狆犻
犕犻（ω

２
犻 －ω

２
＋２ｊξ犻ω犻ω）

（５）

式中：ω为圆频率。

１．２ 多自由度结构体系的应变频响函数

根据有限元理论，任一单元犻上的应变ε犻 可表

示为［１２１３］

ε犻＝犅犻（δｅ）犻 （６）

式中：犅犻 为单元应变矩阵；（δｅ）犻 为单元节点位移

矩阵。

对于式（１），在整体坐标体系中，若犳＝犉ｅｊ
狑狋，则

位移δ狊为

δ狊＝犢（狊）ｅｊ
狑狋 （７）

由式（３）、（７）可得

εｅ
ｊ狑狋
＝犅βΦ狔狉Φ

Ｔ犉ｅｊ狑狋 ＝∑
犿

狉＝１

狔狉Ψ
ε
狉φ

Ｔ
狉犉ｅ

ｊ狑狋
＝

　　Ψ
ε
狇＝∑

犿

狉＝１

狇狉Ψ
ε
狉 （８）

式中：狔狉＝ｄｉａｇ［１／（犕犻狊
２＋犆犻狊＋犓犻）］；φ狉、Ψ狉 分别为

第狉阶位移模态和应变模态；狇狉 为广义模态坐标函

数；Ψε狉＝犅βφ狉，β为坐标转换矩阵；狇狉＝狔狉φ
Ｔ
狉犉ｅ

ｊ狑狋；

Ψ
ε＝（Ψε１，Ψ

ε
２，…，Ψ

ε
犽，…，Ψ

ε
犿）＝犅βΦ。

由式（８）可得

ε＝Ψ
ε
狔狉Φ

Ｔ犉＝犎
ε犉 ＝∑

犿

狉＝１

狔狉Ψ
ε
狉φ

Ｔ
狉犉 （９）

式中：犎ε为应变频响矩阵，犎ε＝Ψε狔狉Φ
Ｔ
＝∑

犿

狉＝１

狔狉Ψ
ε
狉φ
Ｔ
狉，

矩阵中的单元犎ε犻犼 ＝∑
犿

狉＝１

狔狉Ψ
ε
犻狉φ犼狉。

１．３ 犛犉犚犉曲率比方法

ＳＦＲＦ曲率比方法是在一定的频率范围内，基

于损伤结构和未损结构曲率变化来判定损伤的，不

需要对结构进行模态识别。曲率由中心差分的方法

得到，即

　犺
ε
″

（ω）犻，犼＝
犺ε（ω）犻＋１，犼－２犺

ε（ω）犻，犼＋犺
ε（ω）犻－１，犼

犾２
（１０）

式中：犺ε
″

（ω）犻，犼为第犻 个单元第犼 阶曲率模态；

犺ε（ω）犻，犼为当犼处有力作用时犻点的ＳＦＲＦ响应；犾为

两点之间的间距。

曲率比α犽 为

α犽＝
犺ε
″

ｄ（ω）犻，犼

犺ε
″

ｕ（ω）犻，犼
（１１）

式中：犺ε
″

ｄ（ω）犻，犼、犺
ε
″

ｕ（ω）犻，犼分别为损伤和完好结构的

ＳＦＲＦ响应。

２ 算例分析

考虑的结构两端为简支板，板长１ｍ，材料的弹

性模量犈＝２１０ＧＰａ，密度ρ＝７８００ｋｇ·ｍ
－３，截面

面积犃＝０．００２ｍ２。将简支板划分为１０个单元，结

构有限元计算模型见图１，结构损伤工况见表１。

２．１ 频率范围的影响

由图２可以看出，结构中的损伤使得结构固有

频率降低，并且随着损伤程度的增大，降低的趋势更

加明显。对于损伤，ＳＦＲＦ虽比ＦＲＦ反应灵敏，但
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图１ 有限元计算模型

犉犻犵．１ 犉犻狀犻狋犲犈犾犲犿犲狀狋犆犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀犕狅犱犲犾

表１ 结构损伤工况

犜犪犫．１ 犛狋狉狌犮狋狌狉犪犾犇犪犿犪犵犲犆犪狊犲狊

工况编号 结构工况

１ 结构完好

２ 单元５损伤１０％，考虑测量噪声

３ 单元５损伤５０％

４ 单元５损伤８０％

５ 单元５损伤１０％，单元１０损伤２０％

图２ 工况１、３、４、５前６阶频率的犛犉犚犉

犉犻犵．２ 犛犉犚犉犪狋狋犺犲犉犻狉狊狋犛犻狓犉狉犲狇狌犲狀犮犻犲狊犻狀

犆犪狊犲１，３，４，５

大体上变化趋向一致。由图３可以看出，考虑的频

率范围越宽，反而越容易对识别产生不利因素，对于

本文中所采用的结构而言，考虑前２阶频率的损伤

识别比考虑前４阶的反而更可靠。事实上，频率的

范围越宽，所包含的模态也就越多，但由于结构刚度

的损失，随着损伤的加剧，曲率的变化相对于结构的

固有频率而言显得微不足道，所以频率范围的一味

放大只会导致识别的失效。

图３ 工况５频率范围对犛犉犚犉曲率比的影响

犉犻犵．３ 犐狀犳犾狌犲狀犮犲狊狅犳犛犉犚犉犆狌狉狏犪狋狌狉犲犚犪狋犻狅狑犻狋犺

犇犻犳犳犲狉犲狀狋犉狉犲狇狌犲狀犮狔犚犪狀犵犲狊犻狀犆犪狊犲５

２．２ 力的输入位置的影响

研究表明，力的输入位置对识别结果影响很小。

另外，考察工况５（图４）可知，如果损伤发生在低应

力区（第１０单元），它对整个结构的影响很小，其第

１阶频率变化率（表２）为１．１４６％，相对于工况２的

频率变化率１．０３２％，甚至不易察觉。这也意味着测

点如果布置在高应力区，同时此处含有损伤，将会达

到很好的识别效果。

图４ 工况５各种曲率比的识别对比

犉犻犵．４ 犐犱犲狀狋犻犳犻犮犪狋犻狅狀犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀狊狅犳犇犻犳犳犲狉犲狀狋

犆狌狉狏犪狋狌狉犲犚犪狋犻狅狊犻狀犆犪狊犲５

表２ 各损伤工况低阶频率变化率

犜犪犫．２ 犔狅狑犉狉犲狇狌犲狀犮狔犆犺犪狀犵犲狊狅犳犞犪狉犻狅狌狊

犇犪犿犪犵犲犱犆犪狊犲狊 ％

工况

编号
１阶 ２阶 ３阶 ４阶 ５阶 ６阶

２ １．０３２ ０．１３７ ０．５１８ ０．７４４ ０．５４７ ０．４８４

３ ８．２８１ １．２１１ ４．１８８ ５．６３３ ４．４１７ ３．６３４

４ ２４．５８０ ４．６９７ １２．５８１ １５．１０２ １３．５０１ ９．９２３

５ １．１４６ ０．３９０ ０．８３９ １．５０２ １．１２７ １．３６７

注：表中数值为百分数狆，狆＝
犿１－犿犻
犿１

×１００％，犿１ 为工况１的

频率，犿犻为工况犻的频率，犻＝２，３，４，５。

２．３ 测量噪声的影响

由图５可以看出，通常情况下，噪声的数量级明

显低于测量数据数量级时，误差对结果的影响可忽

略，但是两者一旦接近，采用常规的识别参数可能得

不到理想的效果。在本文的方法中，完好结构和损

伤曲率的比值计算对测量噪声有减缓的作用。

图５ 考虑噪声与无噪声时工况３的犛犉犚犉曲率比对比

犉犻犵．５ 犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀狅犳犛犉犚犉犆狌狉狏犪狋狌狉犲犚犪狋犻狅狊犆狅狀狊犻犱犲狉犻狀犵

犖狅犻狊犲犪狀犱犖狅狀狀狅犻狊犲犻狀犆犪狊犲３
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３ 结 语

（１）ＳＦＲＦ可以准确地用于结构的损伤识别。

（２）与传统特征指标的比较结果表明：ＳＦＲＦ曲

率比相对振型曲率比、应变曲率比以及ＦＲＦ曲率比

有更好的识别效果。

（３）尽管ＳＦＲＦ能有效地识别结构存在的多处

损伤，但是支座附近比跨中的反应要小很多，在实际

工程中这种情形应予以足够的重视。
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