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索杆张力结构力密度找形分析方法

陈务军，杜贵首，任小强
（上海交通大学 空间结构研究中心，上海　２０００３０）

摘要：根据索杆张力结构体系特征，建立了一种修正的力密度平衡形态分析方法；基于单纯索网体

系力密度法，推导出了索杆自平衡体系力密度平衡方程；根据索杆张力结构的自应力模态、机构位

移模态、无约束自平衡条件和力密度矩阵数值特征，推导出了力密度矩阵的秩亏条件，并引入力密

度和节点向量线性条件约束索杆结构的几何模型；通过高斯变换降秩法得到满足秩亏的降秩力密

度矩阵，并由 ＭＰ广义逆矩阵更新了力密度，迭代计算后得到可行力密度；根据一组独立无关坐标

和拓扑关系计算了平衡形态位形，最后采用ＶＣ＋＋编程实现了算法。结果表明：该方法适用于索

杆张力结构的找形分析，具有一定的正确性和有效性。
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０ 引　言

力密度法是索网和索膜结构找形的最有效方法

之一［１］，在各国已得到广泛的应用，但是，对索杆组

成的张力结构体系（如索穹顶、张拉整体），由于其动

不定、静不定的结构特性，一般力密度找形方法不适

用，需要进一步改进。Ｍｏｔｒｏ
［２］、Ｔｉｂｅｒｔ等

［３］将力密

度应用于张拉整体结构分析，Ｍａｓｉｃ等
［４］提出张拉

整体不变性相似变换法，Ｚｈａｎｇ等
［５］提出自适应力

密度法，Ｅｓｔｒａｄａ等
［６］以力密度矩阵秩最大、单元长

度最小为条件，通过弹性势能最小搜索平衡形态。

本文中笔者推导出了索杆自平衡力密度平衡方程，

并建立了求解方法。

１ 力密度矩阵

在一个三维索杆结构中，假定自由节点犻与节

点犼、犽相连，如图１所示。

图１ 索杆体系的节点平衡

犉犻犵．１ 犑狅犻狀狋犈狇狌犻犾犻犫狉犻狌犿狅犳犆犪犫犾犲狊狋狉狌狋犛狔狊狋犲犿

索杆体系的节点平衡方程为

（狓犻－狓犼）犳犻犼／犾犻犼＋（狓犻－狓犽）犳犻犽／犾犻犽＝狆犻狓

（狔犻－狔犼）犳犻犼／犾犻犼＋（狔犻－狔犽）犳犻犽／犾犻犽＝狆犻狔

（狕犻－狕犼）犳犻犼／犾犻犼＋（狕犻－狕犽）犳犻犽／犾犻犽＝狆

烍

烌

烎犻狕

（１）

对于任意一个连接节点犻、犼的单元（犻，犼），其内

力为犳犻犼，长度为犾犻犼；作用于节点犻的外荷载为狆犻。

将单元内力和长度的比值表示为狇犻犼＝犳犻犼／犾犻犼，这就

是力密度或张拉系数（力密度的符号：拉力为正，压

力为负）。式（１）可整理为

（狇犻犼＋狇犻犽）狓犻－狇犻犼狓犼－狇犻犽狓犽＝狆犻狓

（狇犻犼＋狇犻犽）狔犻－狇犻犼狔犼－狇犻犽狔犽＝狆犻狔

（狇犻犼＋狇犻犽）狕犻－狇犻犼狕犼－狇犻犽狕犽＝狆

烍

烌

烎犻狕

（２）

用狓、狔、狕和狓犳、狔犳、狕犳 分别表示自由节点和约

束节点在整体坐标系狓、狔、狕方向的坐标向量，狓、狔、

狕∈犚
狀，狓犳、狔犳、狕犳∈犚

犳，狆狓、狆狔、狆狕 表示外荷载向量，

狆狓、狆狔、狆狕∈犚
狀；令狇＝（狇１，狇２，…，狇犿）表示力密度向

量，狇∈犚
犿。用狌、狏、狑分别表示连接单元２个节点

的狓、狔、狕方向上的坐标差向量（投影长度），狌、狏、狑

∈犚
犿。经过推导可得到

犇狓＝狆狓－犇犳狓犳

犇狔＝狆狔－犇犳狔犳

犇狕＝狆狕－犇犳狕

烍

烌

烎犳

（３）

式中：犇、犇犳 为力密度矩阵，犇∈犚
狀×狀，犇犳∈犚

狀
犳
×狀
犳，

其非对角元素为２个自由节点连接单元的力密度相

反数，而对角元素则是该列对应节点的所有连接单

元的力密度之和。

考虑将自由节点号和约束节点号顺序排列，则

力密度矩阵犇的（犼，犻）项元素犇（犼，犻）为

犇（犼，犻）＝

∑
犽

狇犽　犼＝犻

－狇犽 犼≠犻，自由节点犻、犼

　 由单元犽相连

０

烅

烄

烆 其他

（４）

在找形分析时，节点无外荷载，仅预张力平衡，

于是式（３）变为

犇狓＝－犇犳狓犳

犇狔＝－犇犳狔犳

犇狕＝－犇犳狕

烍

烌

烎犳

（５）

对索网、索膜找形分析，各单元只受拉力，即全

部单元力密度狇犽＞０，力密度矩阵犇 必然为正定对

称矩阵，则式（５）有惟一解，可写为

狓＝－犇－１犇犳狓犳

狔＝－犇
－１犇犳狔犳

狕＝－犇－１犇犳狕

烍

烌

烎犳

（６）

由式（６）可以直接求解出任意全张力体系的自

由节点坐标，从而获得平衡形态。

２ 索杆体系力密度找形分析方法

索杆张拉整体与索网、索膜的本质区别有两点，

即有受压杆及无约束张力自平衡［７８］，因此，式（３）中

力密度矩阵非满秩，不可逆，一般力密度找形方法不

能应用于索杆张拉整体。对索杆张拉整体找形，力

密度矩阵的基本方程式（５）可以写为

犇狓＝０

犇狔＝０

犇狕＝

烍

烌

烎０

（７）

２．１ 力密度矩阵秩亏条件

由力密度矩阵性质可知，力密度矩阵对角元素

为所有非对角元素之和的相反数，即每一行元素之

和为０，则向量犐（向量犐元素都为１）为力密度矩阵犇

的零空间向量，珔犐∈犚
狀。

定义狓０、狔０、狕０ 分别为
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狓０＝α
狓
０犐

狔０＝α
狔
０犐

狕０＝α
狕
０

烍

烌

烎犐

（８）

式中：α
狓
０、α狔０、α

狕
０ 为任意常数；狓０、狔０、狕０ 为式（７）的解。

定义力密度矩阵犇的秩亏犺为

犺＝狀－ｒａｎｋ犇 （９）

则力密度矩阵犇 有犺个零空间向量。令σ犻（犻＝０，

１，２，…，犺－１）为力密度矩阵犇的零空间向量，其中

σ０＝犐，则式（７）的通解可以写为

狓

狔

熿

燀

燄

燅狕

＝∑
犺－１

犻＝０

α
狓
犻 ０ ０

０ α狔犻 ０

０ ０ α
狕

熿

燀

燄

燅犻

σ犻

σ犻

σ

熿

燀

燄

燅犻

＝

狓０

狔０

狕

熿

燀

燄

燅０

＋

　　∑
犺－１

犻＝０

α
狓
犻 ０ ０

０ α狔犻 ０

０ ０ α
狕

熿

燀

燄

燅犻

σ犻

σ犻

σ

熿

燀

燄

燅犻

（１０）

对于三维索杆张拉整体结构，力密度矩阵犇的

秩亏犺
≥４，这是由于张拉整体结构必须满足自应

力模态、机构位移模态、无约束自平衡条件。

２．２ 线性约束条件

没有任何支座约束时，张拉整体在三维空间中

可发生任意刚体运动位移，所以必须在空间上指定

３个不共面约束点。此处指定节点与索网的力密度

法找形分析的约束节点有本质区别，索网约束节点

为支座约束，而此处的节点为自由节点，需满足式

（７）的运动平衡条件。

另外，对于不同的张拉整体结构，还需满足一些

特定要求，如同一类型单元长度一致或单元力密度

存在一定的关系。这些条件可以用力密度向量或节

点坐标线性表示，故称为线性约束条件，用矩阵向

量关系表示为

犅ｃ狇＝犵ｃ （１１）

式中：犅ｃ为约束矩阵；犵ｃ为约束函数矩阵。

２．３ 可行力密度

张拉整体找形分析就是为寻求一组可行力密度

使之满足力密度矩阵秩亏要求。任意选取的力密度

并不满足要求，可先给定一组力密度，然后应用迭代

法求解得到可行力密度。由于通常给定力密度所得

矩阵犇的秩亏犺总小于要求秩亏犺，故通过降秩

方法迭代。

由于力密度矩阵犇为对称矩阵，故可用高斯变

换将其变换为

犇＝ΦΛΦ
Ｔ （１２）

式中：Λ为以力密度矩阵犇 的特征值λ犻为对角线元

素的对角矩阵，Λ∈犚
狀×狀，且λ犻 从小到大顺序排列，

犻＝１，２，…，狀；Φ为由对应于特征值的特征向量组成

的正交矩阵，Φ∈犚
狀×狀。

用狉表示力密度矩阵犇 的非正特征值，当狉≤

犺时，可指定力密度矩阵犇的第１个到第犺个特

征值为０，即λ犻＝０（犻＝１，２，…，犺
），由此可以得到

修正后的特征值对角矩阵珚Λ，再用此矩阵修正平衡

矩阵，有

珚犇＝Φ珚ΛΦ
Ｔ （１３）

由此，通过迭代可以使得力密度矩阵珚犇 具有犺个

秩亏，并且没有负特征值。

由于得到更新的力密度矩阵并不一定满足静力

平衡条件，故需要重新更新单元力密度。

假定有犪个单元与节点犻相连，由式（４）可知力

密度矩阵的第犻列珚犇犻 可以用力密度向量狇与矩阵

犅犻（犅犻∈犚
狀×犿）表示，即

犅犻狇＝珚犇犻 （１４）

矩阵犅犻的（犼，犽）项元素犅犻（犼，犽）为

犅犻（犼，犽）＝

１　　犼＝犻，犽∈犪

－１ 节点犻和犼以

　单元犽相连

０

烅

烄

烆 其他

（１５）

令犅＝（犅Ｔ１，…，犅
Ｔ
犻，…，犅

Ｔ
狀）

Ｔ，犵＝（珚犇
Ｔ
１，…，珚犇

Ｔ
犻，

…，珚犇Ｔ狀）
Ｔ，则力密度矩阵珚犇 与力密度向量狇之间的

关系为

犅狇＝犵 （１６）

由上述矩阵犅的定义可知，对于任意的犽（犽＝

１，２，…，犿），矩阵中总是有一列，其第犽个元素为

－１，而其他元素为０，因此矩阵犅的秩为犿，即犅为

列满秩矩阵。

与此类似，线性约束条件也可以表示为力密度

的函数，用矩阵向量关系表示，具体形式见式（１１）。

令珚犅＝（犅Ｔ，犅Ｔｃ）
Ｔ，珔犵＝（犵

Ｔ，犵
Ｔ
ｃ）

Ｔ，则联立式

（１１）、（１６）得

珚犅狇＝珔犵 （１７）

矩阵犅列满秩，故矩阵珚犅也列满秩，存在 ＭＰ

广义逆矩阵珚犅＋，则力密度向量狇为

狇＝珚犅
＋珔犵 （１８）

由此可求得更新的力密度矩阵珚犇，经过迭代就

可得出满足力密度矩阵秩亏条件的可行力密度。

２．４ 节点坐标求解

由式（６）、（１０）可得

狓＝犌α狓

狔＝犌α狔

狕＝犌α

烍

烌

烎狕

（１９）
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式中：犌为由力密度矩阵犇 的零空间向量构成的解

空间，犌∈犚
狀×犺



；α狓、α狔、α狕 分别为节点坐标的狓、狔、

狕方向上的分量与力密度矩阵犇 的零空间矩阵犌

的线性相关系数向量，α狓、α狔、α狕∈犚
犺


。

如果指定犺个线性无关的节点坐标，用向量分

别表示为珔狓、珔狔、珔狕，这些向量同样满足式（２０）的条件，

将这些节点在零空间矩阵犌中的对应项表示为珚犌，

珚犌∈犚
犺

×犺


，则有

珔狓＝珚犌α狓

珔狔＝珚犌α狔

珔狕＝珚犌α

烍

烌

烎狕

（２０）

由于指定的节点坐标为线性无关，故其对应的

零空间矩阵珚犌为满秩，则式（２０）可变为

α狓＝珚犌
－１珔狓

α狔＝珚犌
－１珔狔

α狕＝珚犌
－１珔

烍

烌

烎狕

（２１）

由此，式（２１）可直接求解得

狓＝犌α狓＝犌珚犌
－１珔狓

狔＝犌α狔＝犌珚犌
－１珔狔

狕＝犌α狕＝犌珚犌
－１珔

烍

烌

烎狕

（２２）

由式（２２）可求得索杆张拉整体结构找形分析平

衡形态的节点坐标。

３ 算例分析

３．１ 旋转抛物面索网曲面

旋转面中惟一有解析解的极小曲面是旋转抛物

面，如图２所示，其顶部内径为２０ｍ，底外径为

１００ｍ，高度为２２．９２４３ｍ，其解析式为

图２ 初始旋转抛物面索网

犉犻犵．２ 犐狀犻狋犻犪犾犚狅狋犪狋犻狀犵犘犪狉犪犫狅犾狅犻犱犪犾犆犪犫犾犲狀犲狋

狕＝２２．９２４３－１０［ｌｎ（狓２＋狔槡
２＋

　　 狓２＋狔
２－１０槡

２）－ｌｎ１０］ （２３）

找形时，将每个环向索分为１８段，有１８根径向

索，则索单元个数为２７０，节点数为１６２；约束节点位

于内外环向索上，内环索为高点，约束节点的狕方向

坐标为２２．９２４３ｍ，外环索为低点，约束节点的狕方

向坐标为０。在给定力密度信息时，考虑到旋转抛

物面的环向索和径向索的刚度要求存在差别，设定

两者的力密度的比例为１∶１．５，找形结果如图３所

示。因旋转抛物面对称，取１根径向索节点，节点坐

标如表１所示。

图３ 旋转抛物面索网找形结果

犉犻犵．３ 犉狅狉犿犳犻狀犱犻狀犵犆狅狀犳犻犵狌狉犪狋犻狅狀狅犳犚狅狋犪狋犻狀犵

犘犪狉犪犫狅犾狅犻犱犪犾犆犪犫犾犲狀犲狋

表１ 旋转抛物面索网找形后的节点坐标

犜犪犫．１ 犖狅犱犪犾犆狅狅狉犱犻狀犪狋犲狊狅犳犚狅狋犪狋犻狀犵犘犪狉犪犫狅犾狅犻犱犪犾

犆犪犫犾犲狀犲狋犃犳狋犲狉犉狅狉犿犳犻狀犱犻狀犵

节点

编号
狓／ｍ 狔／ｍ 狕／ｍ

狕的解析

解／ｍ

狕的绝对

误差／ｍ

狕的相对

误差／％

１９ １０．４９３５０．００００２０．０５８８１９．７９５４ ０．２６３４ ０．０１３１

３７ １１．８３０９０．００００１７．１９３２１６．９６１７ ０．２３１５ ０．０１３５

５５ １４．１１９５０．００００１４．３２７７１４．１３３２ ０．１９４５ ０．０１３６

７３ １７．５４３５０．００００１１．４６２１１１．３０６０ ０．１５６１ ０．０１３６

９１ ２２．３７８１０．００００ ８．５９６６ ８．４７９２ ０．１１７４ ０．０１３７

１０９ ２９．０１２２０．００００ ５．７３１１ ５．６５２７ ０．０７８４ ０．０１３７

１２７ ３７．９７９２０．００００ ２．８６５５ ２．８２６３ ０．０３９２ ０．０１３７

３．２ 双层张拉整体结构

如图４所示，双层张拉整体有１２个节点３０个

单元。６根压杆（粗线）分为上层杆、下层杆；２４根索

（细线）分为多边形索（上下２个正三角形）、鞍索、纵

向索、对角线索。将１２个节点分３层，上下２个为

多边形角点，中间为异面六边形角点，每个点有４根

索和１根杆连接。

在找形分析前，给出各单元节点间的拓扑关系，

指定一组初始力密度为｛－１０，－１０，１０，１０，１０，１０｝，

求得的可行力密度为｛－１５．５８６２，－１５．５８６２，

１．０３９０８，１０．３９０８，１０３９０８，１０．３９０８｝；指定一组相

互独立的节点坐标（Ａ１１、Ａ２１、Ａ３１、Ａ３２），最后计

算出找形平衡形态，节点坐标见表２。

４ 结 语

力密度法在索网、索膜全张力体系找形分析时，

０１ 建筑科学与工程学报　　　　　　　　　　　　　　　２０１０年



图４ 双层张拉整体结构

犉犻犵．４ 犇狅狌犫犾犲犾犪狔犲狉犜犲狀狊犲犵狉犻狋狔犐狀狋犲犵狉犪犾犛狋狉狌犮狋狌狉犲

表２ 双层张拉整体结构找形后的节点坐标

犜犪犫．２ 犖狅犱犪犾犆狅狅狉犱犻狀犪狋犲狅犳犇狅狌犫犾犲犾犪狔犲狉犜犲狀狊犲犵狉犻狋狔犐狀狋犲犵狉犪犾犛狋狉狌犮狋狌狉犲犃犳狋犲狉犉狅狉犿犳犻狀犱犻狀犵

节点

编号
１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２

狓／ｍ －２．５９８１ ２．５９８１ ０．００００ ４．３３０３ －０．８６５９ －３．４６４０ ３．４６４２ －４．３３０１ ０．８６６１ ０．０００２ ２．５９８３ －２．５９７９

狔／ｍ －１．５０００－１．５０００ ３．００００ －１．５０００ ４．５０００ －３．００００ ３．００００ １．５０００ －４．５０００ －３．００００ １．５０００ １．５０００

狕／ｍ ０．００００－０．００００ ０．００００ ６．００００ ６．００００ ６．００００ ３．００００ ３．００００ ３．００００ ９．００００ ９．００００ ９．００００

只需给定拓扑关系、约束条件和力密度。在索杆张

拉整体找形分析时，因结构处于自平衡状态，单元应

力为自应力（有拉压力），无外部约束，力密度矩阵非

满秩，故不能应用一般力密度找形方法。本文中建

立了修正力密度方法，推导出了适用于索杆张力体

系的找形分析式，最后编程实现，通过算例验证了该

方法的有效性。
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