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基于一次二阶矩可靠度指标的车辐式结构

索长误差控制限值研究

郭彦林，田广宇，张博浩，王　昆
（清华大学 土木工程系，北京　１０００８４）

摘要：推导了中心对称车辐式结构索力变化与索长误差的关系；基于可靠度理论，提出了一种通过

控制一次二阶矩可靠度指标确定拉索索长误差限值的方法；结合深圳宝安体育场车辐式结构，给出

了制索过程中索长的控制标准。研究结果表明：所提出的方法能够为车辐式结构的制作加工提供

依据，保证初始预应力态索力的精度；控制拉索制作安装中的索长误差对于采用定尺定长设计与张

拉的车辐式结构有重要指导作用。
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０ 引　言

车辐式结构是一种由索桁架构成的空间结构，

常用于体育场馆的屋盖。作为一种柔性结构，车辐

式结构的刚度来自于拉索的预应力。以往是通过千

斤顶张拉，配合拉索索头可调节套筒的旋转角度来

改变索长，以达到设计的预应力，但是对于拉索数量

多、互相影响复杂的索系而言，每根拉索索长变化都

会影响到其他拉索的预应力分布。用这种在施工现

场调节索长的方法进行张拉，无法一次将拉索预应

力调节到设计值，需要反复迭代，工作量非常大，几

乎难以实现。郭彦林等在深圳宝安体育场施工中，



提出了一种定尺定长设计与施工的方法［１］。该方法

是：拉索索头在加工时，设计成不可调节的形式；拉

索施工时，直接将索头与锚固端相连。这样，对拉索

预应力的控制，就限于在加工厂对拉索索长的控制

和在施工安装现场对锚固端位置的控制。将拉索制

作误差控制在什么范围，目前尚无成熟的理论，而这

又是工程施工和验收所必需的基准。本文中笔者将

探讨定尺定长设计与施工现场的拉索索长误差控制

限值的确定方法。

一些学者利用可靠度理论对误差敏感性进行了

分析。张丽梅［２］和蒋本卫［３］通过人为对索杆长度误

差最大值进行排列组合的方法研究了结构性能对误

差的敏感性。尤德清等［４］、徐茂波等［５］用 Ｍｏｎｔｅ

Ｃａｒｌｏ方法，Ｇａｏ等
［６］用正交试验法研究了结构性能

对某些参数的敏感性。此外，郭彦林等［７］研究了车

辐式结构力学性能受施工随机误差影响的包络线。

本文中笔者首先介绍一次二阶矩可靠度指标β

的基本概念，然后在线弹性、小变形的假设下推导了

车辐式结构索长误差与索力变化的关系，得到了线

性索力变化量的临界状态方程，并提出了一种采用

有限元软件ＡＮＳＹＳ计算临界状态方程系数矩阵的

方法。通过可靠度指标β确定索长的概率分布特

性，从而得到索长制作误差限值。

１ 可靠度指标

Ｃｏｒｎｅｌｌ
［８］定义了可靠度指标β表征随机变量的

期望和方差之比。Ｈａｓｏｆｅｒ等
［９］通过将随机变量转

化为标准正态分布揭示了可靠度指标β的几何意义

是原点到临界状态曲线的最短距离，从而提出了验

算点法。Ｒａｃｋｗｉｔｚ等
［１０］提出了迭代求解验算点的

方法。Ｄｉｔｌｅｖｓｅｎ
［１１１２］发展了二阶矩可靠度指标的概

念，并提出了将非线性临界状态曲线在验算点展开

为直 线 的 方 法。此 外，Ｋａｒａｍｃｈａｎｄａｎｉ等
［１３］和

Ｍａｄｓｅｎ等
［１４］也提出了对可靠度指标进行改进的计

算方法。张新培［１５］用线性化的方法表示了索网结

构的基本方程，用索力和位移的均值和方差表示了

可靠度指标β。

设结构的抗力为犚，荷载为犛，犚与犛均为相互

独立的正态分布随机变量。犚的期望为μ犚，方差为

σ犚；犛的期望为μ犛，方差为σ犛。结构的状态方程犌为

犌＝犚－犛 （１）

当犌＞０时，结构是安全的；当犌＜０时，结构不

安全；当犌＝０时，结构为临界状态。

可靠度指标β的定义为

β＝（μ犚－μ犛）／σ
２
犚＋σ

２
槡 犛 （２）

如果以珚犚＝犚／σ犚 和珚犛＝犛／σ犛 为坐标轴，则临界

状态方程犌＝０变为

珚犌＝珚犚σ犚－珚犛σ犛＝０ （３）

犚 与 犛 的 期 望 值 点 犕 的 坐 标 为 （μ犚／σ犚，

μ犛／σ犛），如图１所示。β的几何意义就是点犕 到直

线珚犌＝０的最短距离，点犕 到直线珚犌＝０的垂足犖

叫做验算点。

图１ 可靠度指标的几何意义

犉犻犵．１ 犌犲狅犿犲狋狉狔犛犲狀狊犲狅犳犚犲犾犻犪犫犻犾犻狋狔犐狀犱犲狓

如果结构的状态方程含有狀个独立的随机变量

｛犣１，犣２，…，犣狀｝，犣犻的均值和方差分别为μ犣犻和σ犣犻，

则结构状态方程和可靠度指标变成［１６］

　 犌（犣１，犣２，…，犣狀）＝犪０＋∑
狀

犻＝１

犪犻犣犻 （４）

β＝ （犪０＋∑
狀

犻＝１

犪犻μ犣犻）／ ∑
狀

犻＝１

（犪犻σ犣犻）槡
２ （５）

如果犌（犣１，犣２，…，犣狀）＝０是一个非线性方程，

则可以通过迭代求出随机变量的期望值点 犕 到非

线性方程犌（犣１，犣２，…，犣狀）＝０的最短距离。如果

犣犻之间不是相互独立的，而是有相关性，则还要引

入协方差矩阵来表达可靠度指标β。

２ 索长误差限值计算原理

以下论述基于两点假定：第１，随机变量符合正

态分布且相互独立；第２，结构处于线弹性状态，发

生的变形均为小变形。关于第１点假设说明如下：

由于拉索是独立制作的，无相关性，且每个误差对于

整体误差分布模式的影响有限。根据林德伯格莱

维定理［１７］，索长误差是近似正态分布的。

对于状态方程式（１）和式（５）的正态分布随机变

量，结构可靠度指标β可以用来计算结构的失效概

率犘ｆ，即

犘ｆ＝Φ（－β） （６）

式中：Φ（·）为标准正态分布概率函数。
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要保证结构失效概率满足犘ｆ＝Φ（－β）≤珚犘ｆ＝

Φ（－珋β），其中珋β和珚犘ｆ分别为设计要求达到的可靠度

指标和容许失效概率，则可以求得β≥珋β。因为β可

以通过式（２）计算，所以通过控制犚与犛 的期望和

方差保证结构的失效概率小于某特定值。

假设一个结构有狀根拉索，第犻根拉索的索长

误差为随机变量犣犻～犖（０，σ
２
犣犻
），犣犻 与犣犼 互不相关

（犻≠犼）。如果能够得到第犻根拉索索力变化Δ犉犻与

索长误差犣＝｛犣１，犣２，…，犣狀｝的关系，那么就可以列

出下面的临界状态方程

犌犻（犣）＝Δ珚犉犻－Δ犉犻＝０ （７）

式中：Δ珚犉犻为索力容许偏差。

对于每一根拉索，式（７）都对应一个可靠度指标

β犻。整个结构是一个串联系统，可靠度指标β应当

等于β犻中的最小值，即β＝ｍｉｎ｛β犻｜犻＝１，２，…，狀｝。

只要保证ｍｉｎ｛β犻｝≥珋β，就可以保证结构的失效概率

小于某特定值。β犻为｛σ犣１，σ犣２，…，σ犣狀｝的函数，从而

可以确定｛σ犣
１
，σ犣

２
，…，σ犣狀｝的范围，用这一组｛σ犣１，

σ犣
２
，…，σ犣狀｝就可以控制拉索制作误差。

由于拉索的索长误差与整个结构的尺寸相比非

常小，从无误差到有误差的变化不会引起很强的非

线性，所以本文中在线弹性、小变形的假定下推导索

力变化Δ犉犻 与索长误差犣＝｛犣１，犣２，…，犣狀｝的关

系，希望得到一组线性表达式，从而省去计算可靠度

指标的迭代过程。下面以具有２个随机变量的平面

索桁架说明推导索力变化Δ犉犻 和确定拉索制作误

差的基本过程。

某平面索桁架（图２）两端在竖直方向受到约

束，水平方向由２个刚度为犽ｒ的弹簧拉住。上、下

径向索的长度分别为犔１ 和犔２，截面刚度分别为

犈１犃１ 和犈２犃２，它们与水平方向的夹角分别为θ１ 和

θ２。则上、下径向索的等效水平刚度犽ｃ１和犽ｃ２可以由

式（８）和式（９）确定

图２ 平面索桁架的计算模型

犉犻犵．２ 犆犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀犕狅犱犲犾狅犳犘犾犪狀犲犆犪犫犾犲犜狉狌狊狊

犽ｃ１＝
犈１犃１ｃｏｓ

２
θ１

犔１
（８）

犽ｃ２＝
犈２犃２ｃｏｓ

２
θ２

犔２
（９）

现假定除了索１和索２以外，其他索的长度都

不存在误差。索１的索长误差为δ１～犖（０，σ
２
１），那

么由于该索的索长误差引起的两侧弹簧伸缩量分别

为犱１ 和犱２。飞柱两端的水平位移分别为犱３ 和犱４。

忽略飞柱的轴向伸缩，其上、下端的竖直位移为犱５。

以上变量均规定以使右侧上径向索索力增加为正。

变形后的位形如图２中虚线所示。

如果索１不受其他索和弹簧的约束，那么其两

端点的相对水平位移Δ１为

Δ１＝δ１／ｃｏｓθ１ （１０）

因实际上索１是无法自由变形的，对于右侧弹

簧而言，水平方向力的增量存在以下平衡关系

犽ｃ１（Δ１－犱１－犱３－犱５ｔａｎθ１）＋

　　犽ｃ２（－犱１＋犱４＋犱５ｔａｎθ２）＝犽ｒ犱１ （１１）

左侧弹簧存在以下水平方向的力平衡关系

犽ｃ１（犱３－犱２－犱５ｔａｎθ１）＋

　　犽ｃ２（－犱２－犱４＋犱５ｔａｎθ２）＝犽ｒ犱２ （１２）

飞柱上、下两端点水平方向的力平衡关系为

　　　犽ｃ１（Δ１－犱１－犱３－犱５ｔａｎθ１）＝

　　　　　犽ｃ１（犱３－犱２－犱５ｔａｎθ１） （１３）

　　　犽ｃ２（－犱１＋犱４＋犱５ｔａｎθ２）＝

　　　　　犽ｃ２（－犱２－犱４＋犱５ｔａｎθ２） （１４）

飞柱竖直方向的力平衡关系为

［犽ｃ１（Δ１－犱１－犱３－犱５ｔａｎθ１）＋犽ｃ２（－犱１＋

　　犱４＋犱５ｔａｎθ２）］／ｃｏｔθ１＝［犽ｃ１（犱３－

　　犱２－犱５ｔａｎθ１）＋犽ｃ２（－犱２－犱４＋

　　犱５ｔａｎθ２）］／ｃｏｔθ２ （１５）

由式（１１）～（１５）可以解得

犱１＝
犽ｃ１Δ１（犿＋狀ｔａｎθ１）

２［犿犽ｒ＋犽ｃ１犽ｃ２（ｔａｎθ１＋ｔａｎθ２）
２］

（１６）

犱５＝
犽ｃ１Δ１
２犿

［ｔａｎθ１＋

　　
狀（犿＋狀ｔａｎθ１）

犿犽ｒ＋犽ｃ１犽ｃ２（ｔａｎθ１＋ｔａｎθ２）
２
］ （１７）

犿＝犽ｃ２ｔａｎ
２
θ２＋犽ｃ１ｔａｎ

２
θ１ （１８）

狀＝犽ｃ２ｔａｎθ２－犽ｃ１ｔａｎθ１ （１９）

索１的长度误差δ１ 引起的索１和索２的内力

变化值Δ犉ｃ１，１和Δ犉ｃ２，１分别为

Δ犉ｃ１，１＝
犽ｃ１（Δ１－犱１－犱３－犱５ｔａｎθ１）

ｃｏｓθ１
（２０）

Δ犉ｃ２，１＝
犽ｃ２（－犱１＋犱４＋犱５ｔａｎθ２）

ｃｏｓθ２
（２１）

根据叠加原理，由索长误差δ１ 和δ２ 引起的内
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力变化Δ犉１ 和Δ犉２ 分别为

Δ犉１＝｜Δ犉ｃ１，１＋Δ犉ｃ１，２｜＝｜犪１１δ１＋犪１２δ２｜ （２２）

Δ犉２＝｜Δ犉ｃ２，１＋Δ犉ｃ２，２｜＝｜犪２１δ１＋犪２２δ２｜ （２３）

式中：系数犪犻犼为第犼根索的索长误差对第犻根索的

影响。

结构的临界状态方程为

犌１（δ１，δ２）＝Δ珚犉１－Δ犉１＝０ （２４）

犌２（δ１，δ２）＝Δ珚犉２－Δ犉２＝０ （２５）

式中：Δ珚犉１、Δ珚犉２ 为根据力学性能提出的索力容许偏

差，取正值。

在以δ１／σ１ 和δ２／σ２ 为轴的坐标系中，式（２４）和

式（２５）分别变为珚犌１＝０和珚犌２＝０的形式。如图３所

示，阴影区域为失效区域。珚犌１＝０和珚犌２＝０的可靠

度指标β１ 和β２ 分别为

图３ 可靠度指标

犉犻犵．３ 犚犲犾犻犪犫犻犾犻狋狔犐狀犱犲狓

β１＝
Δ珚犉１

犪２１１σ
２
１＋犪

２
１２σ槡

２
２

（２６）

β２＝
Δ珚犉２

犪２２１σ
２
１＋犪

２
２２σ槡

２
２

（２７）

式中：σ１、σ２ 为随机变量的方差。

ｍｉｎ｛β１，β２｝≥珋β等价于｛β１≥珋β｝∩｛β２≥珋β｝，这２

个不等式的解分别为

犪２１１σ
２
１

（Δ珚犉１／珋β）
２＋

犪２１２σ
２
２

（Δ珚犉１／珋β）
２≤１ （２８）

犪２２１σ
２
１

（Δ珚犉２／珋β）
２＋

犪２２２σ
２
２

（Δ珚犉２／珋β）
２≤１ （２９）

式（２８）、（２９）在图中表示为２个椭圆形区域，如

图４（ａ）所示，重叠的区域就是满足 ｍｉｎ｛β１，β２｝≥珋β

的区域，落在该区域内的点（σ１，σ２）能够保证结构的

可靠度。

显然，点（σ１，σ２）距离原点越近，结构的可靠度

越高。但是由于生产加工总是存在误差，点（σ１，σ２）

不可能位于原点，并且距离原点越近，生产加工的成

本和难度就越高，所以当２个椭圆的形状较为近似

时［图４（ａ）］，点犃作为点（σ１，σ２）的临界位置可以使

图４ 方差的安全区域

犉犻犵．４ 犛犪犳犲犃狉犲犪狊狅犳犞犻犪狉犪狀犮犲

得σ１ 和σ２ 较接近，便于生产控制。此时方差σ１ 和

σ２ 分别为

σ１＝
犪２１２Δ珚犉

２
２－犪

２
２２Δ珚犉

２
１

珋
β
２（犪２１２犪

２
２１－犪

２
１１犪

２
２２槡 ）

（３０）

σ２＝
犪２２１Δ珚犉

２
１－犪

２
１１Δ珚犉

２
２

珋
β
２（犪２１２犪

２
２１－犪

２
１１犪

２
２２槡 ）

（３１）

当式（２８）、（２９）代表的２个椭圆形状相差较大

时［图４（ｂ）］，如果依然选择椭圆的边界交点犃，则

可能导致σ１ 较大，σ２ 较小，这对于制作加工控制是

不利的。那么可以选择一个椭圆边界上的点犅，该

点是式（２８）与直线σ１＝σ２ 的交点。σ１ 与σ２ 可以按

照式（３２）求出

σ１＝σ２＝
Δ珚犉

２
１

珋
β
２（犪２１１＋犪

２
１２槡 ）

（３２）

如果点犅是式（２９）与直线σ１＝σ２ 的交点，也可

以联立方程得到类似的结果。

假设工厂加工的合格率为珚犘，那么第犻根拉索

最大长度误差限值δ犻ｍａｘ为

δ犻ｍａｘ＝σ犻Φ
－１（珚犘）　犻＝１，２ （３３）

式中：σ犻为随机变量的方差。

本节用平面索桁架说明了确定误差控制限值的

方法。这个例子具有２个随机变量，状态方程是可

以用图的形式表示出来的，如果随机变量数目增加，
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就无法用图的形式表示了。

下面总结一下确定误差控制限值的步骤：

（１）确定结构的失效概率，根据式（６）求出可靠

度指标珋β。

（２）获得临界状态方程，如式（４）所示。

（３）用式（５）确定可靠度指标β的表达式。

（４）按照式（２８）～（３２）的过程确定随机变量的

方差σ犻。

（５）用式（３３）确定随机变量的最大限值δ犻ｍａｘ。

δ犻ｍａｘ和σ犻就是误差控制的限值。现以一个平面

索桁架的算例具体说明。

算例１：如图２所示的平面索桁架，犇＝６０ｍ，

犎１＝１５ｍ，犎２＝２０ｍ。拉索截面面积为０．０００１ｍ
２，

飞柱截面面积为０．０１ｍ２，弹簧刚度为４．６９２×

１０７Ｎ·ｍ－１，设计初始预应力态的上径向索内力为

１００ｋＮ，下径向索内力为７６．６９６ｋＮ。按照式（２２）、

（２３）计算索１和索２的内力变化与索长误差的关

系。表１为式（２２）、（２３）中的系数犪１１、犪１２、犪２１、犪２２的

理论解和采用有限元软件 ＡＮＳＹＳ求得的解的比

较。图５为Δ犉ｃ１，１、Δ犉ｃ２，１、Δ犉ｃ１，２、Δ犉ｃ２，２与δ１、δ２ 的

关系。

表１ 临界状态方程系数

犜犪犫．１ 犆狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋狊狅犳犔犻犿犻狋犛狋犪狋犲犈狇狌犪狋犻狅狀

系数 犪１１ 犪１２ 犪２１ 犪２２

理论解／

（１０５Ｎ·ｍ－１）
１．０２６８ ０．７８７５ ０．７８７５ ０．６０４０

有限元解／

（１０５Ｎ·ｍ－１）
１．０５５４ ０．７５２５ ０．７５０５ ０．６５２０

相对误差／％ ２．７１ －４．６５ －４．９３ －７．３６

图５ 理论解与有限元解的比较

犉犻犵．５ 犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀狊狅犳犜犺犲狅狉犲狋犻犮犪犾犛狅犾狌狋犻狅狀狊犪狀犱犉犻狀犻狋犲

犈犾犲犿犲狀狋犛狅犾狌狋犻狅狀狊

　　从表１可以看出，本文中推导的公式与有限元

计算结果非常接近。从图５可以看出，索力差值与

索长误差呈线性关系，其有限元计算得到的索力差

值与理论公式非常接近。以上两点为车辐式结构索

长误差控制方法提供了依据。

假设容许失效概率为０．０００１％，索力容许偏差

为设计值的５％，索的合格率为９９．８７％，Φ（－β）≤

１０－６，可以求得β≥珋β＝４．７５３。由表１中的临界状态

方程系数按照式（３０）、（３１）计算得到σ１＝０．００８１３，

σ２＝０．００８１２，用这个方差控制索长制作的最大误

差限值为δ１ｍａｘ＝δ２ｍａｘ＝０．０２４ｍ。

３ 车辐式结构索长误差限值

对于由索桁架组成的车辐式结构而言，第２节

中的步骤也是通用的。但是不同之处在于，对于平

面索桁架，尚可以通过理论推导获得临界状态方程

的解析式；而车辐式结构的拉索数量多，又不在同一

平面内，理论推导难以求出临界状态方程的所有系

数，不利于工程推广应用。现提出了一种采用通用

有限元软件求解状态方程的方法，并通过一定的理

论推导证明了这种方法的正确性。

式（２２）、（２３）中的系数犪犻犼表示第犼根索的索长

误差对第犻根索的影响。当车辐式结构有狀根索

时，临界状态方程可以表示为

犌１

犌２



犌

熿

燀

燄

燅狀

＝

犪０１

犪０２



犪０

熿

燀

燄

燅狀

＋

犪１１ 犪１２ … 犪１狀

犪２１ 犪２２ … 犪２狀

  

犪狀１ 犪狀２ … 犪

熿

燀

燄

燅狀狀

δ１

δ２



δ

熿

燀

燄

燅狀

＝０ （３４）

式（３４）中犪犻犼也表示第犼根索的索长误差对第犻

根索内力的影响，这时临界状态方程被称为超平面。

矩阵犃＝（犪犻犼）狀×狀中，对角线的元素犪犻犻表示每根索的

索长误差对于自身索力的影响。文献［７］中的研究

表明，径向索的索力受其本身索长误差的影响最大，

其次是受其两侧２或３根索的影响较大，距离较远

的拉索对它的影响很小，所以矩阵犃实际上是一个

稀疏矩阵。确定了矩阵犃，每根索的可靠度指标就

可以用式（５）计算。

以图６为例说明车辐式结构索长误差的理论公

式。图６为一个放置在看台上的车辐式屋盖，共３６

榀索桁架，环梁仅能够沿着径向变形，其俯视图如图

７所示，设第犻榀索桁架与狓 轴的夹角为φ犻。当轴

线１的上径向索有索长误差δ１ 时，结构的变形必然

是关于轴线１对称的。忽略除轴线１以外其他环梁

发生的径向变形，变形前后计算简图如图７所示。

图７与图２非常相似，主要区别在于拉索的水平刚

度犽ｃ１、犽ｃ２乘以了２个等效系数α１ 和α２。这是因为

飞柱端点发生狓、狕方向位移时，轴线２～３６的径向索

对其也有约束作用。α１ 表示了飞柱端点水平位移
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图６ 车辐式屋盖

犉犻犵．６ 犛狆狅犽犲犚狅狅犳

图７ 车辐式结构计算模型

犉犻犵．７ 犆犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀犕狅犱犲犾狅犳犛狆狅犽犲犛狋狉狌犮狋狌狉犲

的狔轴左侧（或右侧）全部索桁架索力水平分量的

变化量与单榀索桁架索力水平分量的变化量之比，

可以由式（３５）求出

α１＝∑
９

犻＝１

ｃｏｓ２φ犻＋∑
３６

犻＝２９

ｃｏｓ２φ犻 ＝∑
２７

犻＝１１

ｃｏｓ２φ犻 （３５）

α２ 表示了飞柱端点竖直位移的狔轴左侧（或右

侧）全部索桁架索力竖直分量的变化量与单榀索桁

架索力竖直分量的变化量之比，可以由式（３６）求出

α２＝
犖
２

（３６）

式中：犖 为全部索桁架的数目，对本算例，犖 取３６。

经计算，α１＝９，α２＝１８。按照第２节中的推导

过程，可以求出

犱１＝犱２＝
犽ｃ１Δ１（α２犿＋α１狀ｔａｎθ１）

２α２［犽ｒ犿＋α１犽ｃ１犽ｃ２（ｔａｎθ１＋ｔａｎθ１）
２］
（３７）

犱３＝
Δ１
２α１

（３８）

犱４＝０ （３９）

犱５＝
犽ｃ１Δ１ｔａｎθ１
２α２犿

＋
狀
犿
犱１＝

犽ｃ１Δ１
２α２犿

·

［ｔａｎθ１＋
狀（α２犿＋α１狀ｔａｎθ１）

犽ｒ犿＋α１犽ｃ１犽ｃ２（ｔａｎθ１＋ｔａｎθ１）
２
］（４０）

式中：犽ｒ 为环梁的等效径向刚度，等于轴线１上施

加的径向集中力与左侧１８个节点径向位移之比。

将式（３７）～（４０）求出的位移量代入下式，可以

求出矩阵犃的系数犪ｕｐ１，ｕｐ１、犪ｌｏｗ１，ｕｐ１分别为

　犪ｕｐ１，ｕｐ１＝
犽ｃ１（δ１／ｃｏｓθ１－犱３－犱１－犱５ｔａｎθ１）

ｃｏｓθ１·δ１
（４１）

　犪ｌｏｗ１，ｕｐ１＝
犽ｃ２（－犱４－犱１＋犱５ｔａｎθ２）

ｃｏｓθ２·δ１
（４２）

对于轴线犻（犻≠１）的上径向索

犪ｕｐ犻，ｕｐ１＝
犽ｃ１（－犱３ｃｏｓφ犻－犱５ｔａｎθ１）

ｃｏｓθ１·δ１
（４３）

对于轴线犻的下径向索

犪ｌｏｗ犻，ｕｐ１＝
犽ｃ２（－犱４ｃｏｓφ犻＋犱５ｔａｎθ２）

ｃｏｓθ２·δ１
（４４）

下径向索索长存在误差时，也可以用上述方法

求出矩阵犃的系数。

根据犪犻犼的物理意义，也可以采用有限元程序确

定矩阵犃。其方法是：给第犼根索设置一个索长误

差δ

犼 ，记录下第犻根的内力变化值Δ犉


犻 ，则

犪犻犼＝Δ犉

犻／δ


犼 （４５）

下面用一个算例说明有限元程序计算的犪犻犼与

理论推导的结果一致。这一算例也说明在工程计算

中可以直接通过有限元软件获得矩阵犃。

算例２：几何尺寸和索杆截面性质与算例１相

同，共３６榀索桁架。环梁截面为１ｍ×１ｍ，壁厚为

２ｃｍ。求解轴线１的上径向索索力变化系数犪ｕｐ１，ｕｐ犻

和犪ｕｐ１，ｌｏｗ犻，下标ｕｐ犻和ｌｏｗ犻表示轴线犻的上、下径向

索。本文推导的理论解与采用有限元软件ＡＮＳＹＳ

计算得到的结果比较如图８所示。

图８ 轴线１的上径向索系数

犉犻犵．８ 犆狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋狊狅犳犝狆狆犲狉犚犪犱犻犪犾犆犪犫犾犲犪狋犃狓犻犪犾１

从图８可以看出：①本文推导的理论解与有限

元解非常接近，说明本文中的公式较为准确；②轴线

１的上径向索索力偏差受其本身的索长误差影响最

大，受其他上径向索的影响较小；③轴线１的上径向

索误差受其两侧相隔一条轴线的下径向索影响较

大，受轴线１的下径向索影响较小；④下径向索对轴
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线１的上径向索的影响远小于上径向索。这４个特

点与文献［７］中的结论是一致的。

基于以上４个特点，可以忽略其他拉索的影响，

将轴线犻的上径向索状态方程近似为犌ｕｐ犻＝Δ珚犉ｕｐ犻－

犪ｕｐ犻，ｕｐ犻δｕｐ犻，则可靠度指标为βｕｐ犻＝Δ珚犉ｕｐ犻／｜犪ｕｐ犻，ｕｐ犻σｕｐ犻｜。

假设容许失效概率为０．０００１％，索力容许偏差

为设计值的５％，索的合格率为９９．８７％，Φ（－β）≤

１０－６，可以求得β≥珋β＝４．７５３。计算得到方差σｕｐ＝

０．００３４０，用这个方差控制索长制作的最大误差限

值为δｕｐ，ｍａｘ＝０．０１ｍ。

４ 工程应用

深圳宝安体育场（图９）位于广东深圳市宝安

区，是２０１１年世界大学生运动会的足球场，平面投

影近似圆形，２个轴的长度分别为２３７、２３０ｍ，其主

体结构为马鞍型车辐式结构体系，包括屋盖结构和

支承柱。屋盖结构由单层外环梁、双层柔性拉索内

环以及内外环之间的３６榀索桁架组成，索桁架由飞

柱、上下弦索以及拉索组成。

图９ 深圳宝安体育场

犉犻犵．９ 犅犪狅犪狀犛狋犪犱犻狌犿狅犳犛犺犲狀狕犺犲狀

为确保车辐式屋盖有足够的刚度，规定径向索

及环向索的索力容许偏差为设计值的５％。下面将

利用前文的方法，计算上、下环向索和３６根上、下径

向索的制作误差限值δｕｔｒ、δｌｔｒ和δｕｒ犻、δｌｒ犻。设索长误

差为相互独立的随机变量，均值均为０，方差分别为

σｕｔｒ、σｌｔｒ、σｕｒ犻、σｌｒ犻。表２为索长最大制作误差。

深圳宝安体育场径向索的索长为５４．０３８～

５５．６６０ｍ，可规定所有径向索的制作误差限值相

同。上、下环索长度均为３９４．１７５ｍ，可规定同一个

表２ 索长最大制作误差

犜犪犫．２ 犕犪狓犻犿狌犿犘狉狅犱狌犮犻狀犵犇犲狏犻犪狋犻狅狀狅犳犆犪犫犾犲狊犔犲狀犵狋犺

索长犾 最大制作误差

０ｍ＜犾≤５０ｍ ±１５ｍｍ

５０ｍ＜犾≤１００ｍ ±２０ｍｍ

犾＞１００ｍ ±犾／５０００

误差限值，即

δｕｒ犼，ｍａｘ＝δｌｒ犼，ｍａｘ

δｕｔｒ，ｍａｘ＝δｌｔｒ，
烍
烌

烎ｍａｘ

（４６）

（１）确定结构的失效概率

假设容许失效概率为０．０００１％，Φ（－β）≤

１０－６，即β≥珋β＝４．７５３。

（２）获得临界状态方程

３６个上、下径向索和上、下环向索飞柱间３６个

分段的索力变化等于设计值的５％。临界状态方程

可整理为以下４个方程组：

上径向索

犌ｕｒ犼＝Δ珚犉ｕｒ犼－犃ｕｒ，ｕｒδｕｒ犻－犃ｕｒ，ｌｒδｌｒ犻－

　　犃ｕｒ，ｕｔｒδｕｔｒ－犃ｕｒ，ｌｔｒδｌｔｒ＝０ （４７）

下径向索

犌ｌｒ犼＝Δ珚犉ｌｒ犼－犃ｌｒ，ｕｒδｕｒ犻－犃ｌｒ，ｌｒδｌｒ犻－

　　犃ｌｒ，ｕｔｒδｕｔｒ－犃ｌｒ，ｌｔｒδｌｔｒ＝０ （４８）

上环向索

犌ｕｔｒ犼＝Δ珚犉ｕｔｒ犼－犃ｕｔｒ，ｕｒδｕｔｒ犻－犃ｕｒ，ｌｒδｌｒ犻－

　　犃ｕｔｒ，ｕｔｒδｕｔｒ－犃ｕｔｒ，ｌｔｒδｌｔｒ＝０ （４９）

下环向索

犌ｌｔｒ犼＝Δ珚犉ｌｔｒ犼－犃ｌｔｒ，ｕｒδｕｒ犻－犃ｌｔｒ，ｌｒδｌｒ犻－

　　犃ｌｔｒ，ｕｔｒδｕｔｒ－犃ｌｔｒ，ｌｔｒδｌｔｒ＝０ （５０）

式中：Δ珚犉ｕｒ犼为３６维列向量，表示３６根索的索力变

化容许值；犃ｕｒ，ｕｒ、犃ｕｒ，ｌｒ为３６×３６维矩阵，分别表示

上、下径向索误差对上径向索内力变化影响的系数

矩阵，犃ｕｒ，ｌｒ＝（犪ｕｒ犻，ｌｒ犼）３６×３６，犪ｕｒ犻，ｌｒ犼表示仅轴线犼的下

径向索存在单位误差时，轴线犻的上径向索的索力

变化；犃ｕｒ，ｕｔｒ、犃ｕｒ，ｌｔｒ为３６×１维矩阵，分别表示上、下环

向索误差对上径向索内力变化影响的系数矩阵；

δｕｒ犻、δｌｒ犻为３６维列向量；δｕｔｒ、δｌｔｒ为一维列向量，表示

索长制作误差。

４个临界状态方程组分别包含３６个临界状态

方程（事实上，由于该结构具有对称性，可以将３６个

方程简化为１０个方程），其中只有系数矩阵犃 未

知，可由第３节中提出的方法，在有限元软件 ＡＮ

ＳＹＳ中解得。

（３）确定可靠度指标的表达式

根据上径向索的临界状态方程组的第犻个方
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程，第犻根上径向索的可靠度指标βｕｒ犻应满足

βｕｒ犻 ＝
Δ珚犉ｕｒ犻

∑１
＋∑２

＋∑３
＋∑槡 ４

≥珋β

　　　　　　　　　犻＝１，２，…，３６ （５１）

∑１
＝∑

３６

犼＝１

（犪ｕｒ犻，ｕｒ犼σｕｒ犼）
２

∑２
＝∑

３６

犼＝１

（犪ｕｒ犻，ｌｒ犼σｌｒ犼）
２

∑３
＝ （犪ｕｒ犻，ｕｔｒσｕｔｒ）

２

∑４
＝ （犪ｕｒ犻，ｌｔｒσｌｔｒ）

２

同理可得其他索的可靠度指标。

（４）确定随机变量的方差

由式（３４）、（４６）得

σｕｒ犼＝σｌｒ犼

σｕｔｒ＝σ
烍
烌

烎ｌｔｒ
（５２）

设σｒ表示所有径向索误差的方差，σｔｒ表示所有

环向索的误差，则将式（５２）代入式（５１）可以求出σｒ

和σｔｒ的范围。以σｒ、σｔｒ为坐标轴，可以得到形如图４

所示的椭圆，共１４４个。当径向索和环向索误差的

方差位于所有椭圆公共部分的区域内，车辐式结构

是安全的。

（５）确定随机变量的最大限值

以径向索误差δｒ为横轴、环向索误差δｔｒ为纵轴

建立坐标系。

假设工厂加工拉索的合格率珚犘＝９９．８７％，由式

（３４），可将σｒσｔｒ坐标系中的椭圆转化到δｒδｔｒ坐标

系。建议采用表２中的索长误差限值，径向索长误

差限值为δｒ＝２０．０ｍｍ，环向索长误差限值为δｔｒ＝

７８．８ｍｍ，在δｒδｔｒ坐标系中表示一个矩形，如图１０

所示。

图１０ 索长的误差限值

犉犻犵．１０ 犇犲狏犻犪狋犻狅狀犔犻犿犻狋犪狋犻狅狀犞犪犾狌犲狊狅犳犆犪犫犾犲狊犔犲狀犵狋犺

表２中索长误限值包含在所有椭圆内部，并与

文献［１８］中采用的索长误差控制限值一致，说明按

照该限值控制索长误差能够保证所有拉索的预应力

与设计预应力的偏差在容许范围之内，可按照这一

限值进行拉索的生产和安装。

５ 结 语

首先以一个平面索桁架为例，推导了索长误差

随机变量与索力变化量的关系，并基于一次二阶矩

可靠度指标，提出了一种确定索长误差限值的方法，

然后将这种方法推广到车辐式结构中。计算结果表

明，可以采用有限元软件 ＡＮＳＹＳ计算出索力变化

临界状态方程中的各索长误差随机变量的系数，从

而获得临界状态可靠度指标的表达式及索长误差控

制限值。将这一方法应用到深圳宝安体育场的工程

分析中，确定了其索长误差控制限值。
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《空间结构》２０１１年征订通知
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