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摘要：基于淤泥质软粘土粘弹塑性力学性质，利用粘壶元件、弹簧元件及滑块元件分别表征牛顿流

动体、虎克弹性体及塑性体，将这３类基本元件通过串联和并联的方式组合成软粘土力学模型，根

据虎克定律及牛顿内摩擦定律等推导出软粘土本构方程；通过Ｌａｐｌａｃｅ变换和Ｌａｐｌａｃｅ反变换及单

位阶梯函数推导出软粘土蠕变方程，采用线性回归确定蠕变方程参数；假定动载为正弦变化剪切

力，基于淤泥质软粘土本构方程进一步推导出动载条件下的流变参数。结果表明：所建理论模型力

学关系明确，通过推导出的剪切蠕变方程及确定的蠕变参数，可以预估动载条件下该类土的流变特性。
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０ 引　言

淤泥质软粘土在中国分布较为广泛，该种土类

流变效应较为明显，静载条件下变形缓慢增加，即发

生蠕变效应；动载条件下变形快速累积，加速流变效

应，从而引发岩土体失稳、边坡滑塌等一系列工程事

故。因此研究淤泥质软粘土在静载及动载条件下的

变形特性具有较强的工程实际意义。李军世等［１］采



用ＳｉｎｇｈＭｉｔｃｈｅｌｌ模型对上海淤泥质粉质粘土的蠕

变行为进行了研究，证明ＳｉｎｇｈＭｉｔｃｈｅｌｌ模型具有

简单的实用效果。王常明等［２３］对ＳｉｎｇｈＭｉｔｃｈｅｌｌ

模型展开进一步研究，认为ＳｉｎｇｈＭｉｔｃｈｅｌｌ蠕变模

型中的应力应变关系修正为双曲线型是合适的，证

明该模型可以用来描述滨海相软土的蠕变行为，并

且利用自行改装的三轴蠕变仪对滨海相沉积软土进

行剪切蠕变试验，同时对广义的Ｋｅｌｖｉｎ模型进行研

究。Ｌｅｏｎｉ等
［４５］和 Ｖｅｒｍｅｅｒ等

［６］考虑土体各向异

性，建立软土蠕变模型，并对软土的蠕变行为进行数

值模拟研究。Ｋｅｌｌｎ等
［７］尝试采用粘弹力学原理揭

示软粘土的蠕变行为。袁静等［８］通过软土的室内流

变试验研究了土体的流变特性并建立其本构模型。

张敏江等［９］基于简化非线性流变模型对结构性软土

的流变特性进行了研究。李兴照等［１０］和钟辉虹

等［１１］对循环荷载作用下软粘土的流变性进行了相

关研究。当前对于土体蠕变特性的研究主要采用３

种途径：基于土力学基本理论建立理论模型、基于试

验结果建立经验模型以及基于微观流变学导出微观

模型。本文中笔者从理论模型入手，考虑淤泥质软

粘土的粘弹塑性状态，对该类土体的剪切蠕变行为

及动载条件下的剪切流变参数进行研究。

１ 力学模型与本构方程

１．１ 力学模型的建立

淤泥质软粘土在荷载作用下达到屈服前不发生

流动变形，材料表现出粘弹性。屈服后，淤泥质软粘

土表现出粘弹塑性，基于此种淤泥质软粘土粘弹塑

性的分析，本文中采用将弹簧与粘壶并联成为组合

一，以此表征土体粘弹性质，将滑块与粘壶并联成为

组合二，以此表征土体粘塑性质；然后将组合一与组

合二串联成为本文采用的淤泥质软粘土粘弹塑性模

型，如图１所示，其中，犈 为弹性系数，η１ 为弹性粘

度，η２ 为塑性粘度，τｂ为初始剪切应力。

图１ 淤泥质软粘土粘弹塑性力学模型

犉犻犵．１ 犞犻狊犮狅犲犾犪狊狋狅狆犾犪狊狋犻犮犕犲犮犺犪狀犻犮犪犾犕狅犱犲犾狅犳

犛犾狌犱犵犲犛狅犳狋犆犾犪狔

１．２ 本构方程的推导

当剪切应力小于淤泥质软粘土初始剪切应力即

τ＜τｂ时，塑性元件不参与受力，模型此时为Ｋｅｌｖｉｎ

模型，土体为粘弹性体。定义弹性元件剪切应力为

τＥ，剪切应变为γＥ，组合一（粘弹性元件）的剪切应力

为τη１，组合一（粘弹性元件）的剪切应变为γη１，系统

总剪切应变为γ。根据Ｋｅｌｖｉｎ模型的力学特点可知

τ＝τＥ＋τη１，γＥ＝γη１
（１）

τＥ＝犈γＥ，τη１＝η１γ
· （２）

综合式（１）、（２）可得，当τ＜τｂ 时，淤泥质软粘

土的剪切蠕变本构方程为

τ＝犈γＥ＋η１γ
·

η１
（３）

当τ＞τｂ时，整个模型全部参与受力，此时土体

为粘弹塑性体。组合一（粘弹性元件）的剪切应变为

γ１，剪切应力为τ１；组合二（粘塑性元件）的剪切应变

为γ２，剪切应力为τ２。根据整个粘弹塑性模型的受

力特点可知

τ＝τ１＝τ２，γ＝γ１＋γ２ 　 （４）

τ１＝犈γ１＋η１γ
·

１，τ２＝η２γ
·

２ （５）

对式（４）、（５）同时进行Ｌａｐｌａｃｅ变换，并作相应

处理可以得到

　　珋τ１（狆）＝犈珔γ１（狆）＋η１狆珔γ１（狆） （６）

　　珋τ２（狆）＝η２狆珔γ２（狆） （７）

珋τ（狆）（η２狆＋犈＋η１狆）＝η２狆（犈＋η１狆）珔γ（狆） （８）

式中：狆为转换函数；珋τ１（狆）表示对τ１ 进行Ｌａｐｌａｃｅ

变换，以此类推。

对式（８）进行Ｌａｐｌａｃｅ反变换可得

犈τ＋（η１＋η２）τ
·

＝犈η２γ
·

＋η１η２γ
··

（９）

式（９）即为τ＞τｂ 时淤泥质软粘土的剪切蠕变

本构方程。

２ 剪切蠕变方程

２．１ 剪切应力小于初始应力的情况

根据已推导出的τ＜τｂ情况下淤泥质软粘土本

构方程τ＝犈γＥ＋η１γ
·

η１
，引入单位阶梯函数Δ（狋），狋

为自变量，将其定义为

Δ（狋）＝
０　　狋＜０

１　　狋＞
烅
烄

烆 ０
（１０）

将τ＝τ０Δ（狋）代入本构方程式（３）中，其中，τ０ 为

狋＝０时的瞬时剪应力，并对其进行Ｌａｐｌａｃｅ变换可

以得到

τ０

狆
＝犈珔γＥ（狆）＋η１狆珔γＥ（狆） （１１）

对式（１１）进行整理可以得到

珔γＥ（狆）＝
τ０

狆（犈＋η１狆）
（１２）
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对式（１２）进行Ｌａｐｌａｃｅ反变换可以得到

γ（狋）＝
τ０

η１

犈

η１
（１－ｅ－

犈

η１
狋） （１３）

式（１３）即为在τ＜τｂ 情况下，淤泥质软粘土的

蠕变方程。

２．２ 剪切应力大于初始应力的情况

根据已推导出的τ＞τｂ情况下淤泥质软粘土本

构方程

犈τ＋（η１＋η２）τ
·

＝犈η２γ
·

＋η１η２γ
··

令（η１＋η２）／犈＝狆１，犈η２／犈＝η２＝狇０，η１η２／犈＝

狇１，则式（９）可以转化为

τ＋狆１τ
·

＝狇０γ
·

＋狇１γ
··

（１４）

同样引入单位阶梯函数Δ（狋），定义方式同式

（１０）。将τ＝τ０Δ（狋）代入本构方程式（１４）中，对其进

行Ｌａｐｌａｃｅ变换，并对所得关系进行整理可以得到

珔γ（狆）＝
τ０

狆
２（狇０＋狇１狆）

＋
τ０狆１

狆（狇０＋狇１狆）
（１５）

对式（１５）进行Ｌａｐｌａｃｅ反变换，可以得到

　γ（狋）＝
τ０狇１

狇
２
０

（ｅ－
狇０
狇１
狋＋
狇０

狇１
狋－１）＋

τ０狆１

狇０
（１－ｅ－

狇０
狇１
狋）（１６）

将狆１、狇０、狇１ 代入式（１６），并对所得关系进行进

一步整理，可以得到在τ＞τｂ 情况下淤泥质软粘土

蠕变方程

γ（狋）＝τ０（
１

犈
＋
１

η２
狋－
１

犈
ｅ－

犈

η１
狋） （１７）

２．３ 蠕变参数求解

综合分析以上２种情况下（τ＜τｂ和τ＞τｂ）的淤

泥质软粘土蠕变方程，第２种情况下的蠕变方程比

第１种相对复杂，含有３个蠕变参数，分别为犈、η１、

η２。针对某种淤泥质软粘土研究其静载蠕变规律及

动载流变参数，首先应明确蠕变方程中所包含的蠕

变参数。以蠕变方程式（１７）为例，可以按照以下思

路求解。式（１７）可以改写成如下形式

γ（狋）＝犪＋犫狋＋犪（１－ｅ
－犮狋） （１８）

式中：犪、犫、犮为系数。

蠕变方程中参数可以采用下列形式表达

犈＝τ０／犪，η１＝τ０／（犪犮），η２＝τ０／犫 （１９）

选取自变量狋构成以犺为公差的等差数列，从

而确定函数γ（狋）的试验值。令狓＝γ（狋＋犺）－γ（狋），

狔＝γ（狋＋２犺）－γ（狋），即狓为相邻２个γ（狋）值之差，狔

为相间２个γ（狋）值之差，则存在下述线性关系

狔＝犿狓＋狀 （２０）

式中：犿、狀为系数。

根据剪切蠕变试验结果对式（２０）进行线性回归

可以求解犿、狀值，则犫、犮可以表示成：犫＝
狀

犺（２－犿）
，

犮＝
ｌｎ（犿－１）

－犺
。令狌＝γ（狋）－犫狋，狏＝１－ｅ

－犮狋，则狌＝

犪（狏＋１），采用相同的计算思路，可以求解犪值。将

所求得的犪、犫、犮代入式（１９）可以反算蠕变方程中的

参数 犈、η１、η２。当正应力 犘ｎ 分别为０．１、０．２、

０．３ＭＰａ时的淤泥质软粘土在不同固结压力犘ｓ 下

的剪切蠕变试验结果［１２］见图２。采用本文中建立的

软粘土粘弹塑性模型，根据上述计算方法确定黄石淤

泥质软粘土的部分剪切蠕变参数，计算结果见表１。

图２ 淤泥质软粘土剪切蠕变试验结果

犉犻犵．２ 犜犲狊狋犚犲狊狌犾狋狊狅犳犛犺犲犪狉犆狉犲犲狆狅犳犛犾狌犱犵犲犛狅犳狋犆犾犪狔

３ 动载流变参数

动载剪切应力作用于具有粘弹塑性的淤泥质软

粘土时，所做的功一部分以热的形式耗散掉，另一部

分以弹性变形能储存，每个周期中输入的能量一部

分被储存，另一部分能量以热的形式耗散掉，此即为

动载下的粘弹特性。特征参数包含储能模量犌′、损

耗模量犌″、剪切复数模量犌、周期内弹性储能犠ｔ、

能量耗散犠ｓ及能量耗散比犣，其中剪切复数模量
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表１ 淤泥质软粘土粘弹塑性模型剪切蠕变参数

犜犪犫．１ 犛犺犲犪狉犆狉犲犲狆犘犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳犞犻狊犮狅犲犾犪狊狋狅狆犾犪狊狋犻犮

犕狅犱犲犾狅犳犛犾狌犱犵犲犛狅犳狋犆犾犪狔

土样

编号
σ／ＭＰａ τ／ＭＰａ 犈／ＭＰａη１／（１０

９Ｐａ·ｓ）η２／（１０
８Ｐａ·ｓ）

１ ０．１０

０．０１ ２．３５７ １１．７５１ ５８．２１８

０．０２ １．７２８ ８．２９０ ４２．９５９

０．０３ １．１９４ １０．１８０ ３１．７８５

０．０４ ０．８７５ ９．２９０ ４５．１１１

２ ０．１５

０．０１ ２．９７５ １３．２９１ ６２．５９４

０．０２ ２．３１８ １０．１１８ ７８．２５８

０．０３ １．１１７ ９．２５２ ５７．１１９

０．０４ ０．６２１ １１．３１８ ５０．３８２

０．０５ ０．５８８ １２．５１９ ６５．１１９

３ ０．２０

０．０２ ３．２１９ １５．４１７ ３２．５１９

０．０３ ２．１２２ １２．３８４ ４３．２９７

０．０４ １．６７５ ９．５８７ ６７．３８０

０．０５ １．１２８ １０．１１５ ５５．１１９

０．０６ ０．６７５ ８．２５８ ７１．２５９

　注：σ为应力。

犌＝犌′＋ｉ犌″，犌′为复数模量实部，犌″为复数模量虚

部，且有｜犌
｜
２＝犌′２＋犌″２。假定动载剪切应力为正

弦变化剪切应力，即τ＝τ０ｅ
ｉ（ω狋＋δ），应变则以正弦形

式随时间发生变化，即γ＝γ０ｅ
ｉω狋，其中ω为角频率，δ

为相位角［１３１４］。

（１）当τ＜τｂ 时，淤泥质软粘土为粘弹性体，本

构方程为τ＝犈γＥ＋η１γ
·

η１
，根据γ＝γ０ｅ

ｉω狋可知，γ
·

＝

ｉωγ０ｅ
ｉω狋＝ｉωγ，代入本构方程得

τ＝（犈＋ｉη１ω）γ （２１）

将应力矢量τ与应变矢量γ之比定义为剪切复

数模量犌，则有

犌＝
τ
γ
＝犌′＋ｉ犌″＝犈＋ｉη１ω （２２）

弹性储能为

犠ｔ＝
１

２
犌′γ

２
０＝
１

２
犈γ

２
０ （２３）

能量耗散为

犠ｓ＝π犌
″
γ
２
０＝πη１ωγ

２
０ （２４）

能量耗散比为

犣＝
犠ｓ

犠ｔ

＝
２π犌

″
γ
２
０

犌′γ
２
０

＝
２πη１ωγ

２
０

犈γ
２
０

＝
２πη１ω
犈

（２５）

（２）当τ＞τｂ 时，淤泥质软粘土为粘弹塑性体，

本构方程为犈τ＋（η１＋η２）τ
·

＝犈η２γ
·

＋η１η２γ
··
，根据

τ＝τ０ｅ
ｉ（ω狋＋δ）和γ＝γ０ｅ

ｉω狋可知，τ＝ｉωτ，γ
·

＝ｉωγ，γ
··

＝

－ω
２
γ，代入本构方程得

［１＋ｉ
（η１＋η２）ω
犈

］τ＝（－η
１η２ω

２

犈
＋ｉη２ω）γ （２６）

将此时应力矢量τ与应变矢量γ狔 之比定义为

剪切复数模量犌，则有

犌＝
τ
γ狔
＝犌′＋ｉ犌″＝

犈η
２
２ω
２

犈２＋（η１＋η２）
２
ω
２＋

　　ｉη
１η２（η１＋η２）ω

２＋η２犈
２
ω

犈２＋（η１＋η２）
２
ω
２

（２７）

弹性储能为

犠ｔ＝
１

２
犌′γ

２
０＝

犈η
２
２ω
２
γ
２
０

２［犈２＋（η１＋η２）
２
ω
２］

（２８）

能量耗散为

　犠ｓ＝π犌
″
γ
２
０＝
π［η１η２（η１＋η２）ω

２＋η２犈
２
ω］γ

２
０

犈２＋（η１＋η２）
２
ω
２

（２９）

能量耗散比为

　　　　犣＝
犠ｓ

犠ｔ

＝
２π犌

″
γ
２
０

犌′γ
２
０

＝２π
犌″

犌′
＝

　　　　　 ２πη
１η２（η１＋η２）ω

２＋η２犈
２
ω

犈η
２
２ω
２ ＝

　　　　　 η
１（η１＋η２）ω＋犈

２

犈η２ω
（３０）

４ 结 语

（１）将牛顿流动体、虎克弹性体、塑性滑块通过

并联和串联的方式组合成为力学模型，模型中包含

粘弹性组件和粘塑性组件，以此来表征淤泥质软粘

土的粘弹塑性，该模型力学意义明确，能充分反映该

类土体在剪切外力作用下的受力性能。

（２）根据虎克定律、牛顿内摩擦定律，通过Ｌａ

ｐｌａｃｅ变换及 Ｌａｐｌａｃｅ反变换推导出２种情况下

（τ＜τｂ和τ＞τｂ）淤泥质软粘土的本构方程。

（３）借助于单位阶梯函数，通过Ｌａｐｌａｃｅ变换及

Ｌａｐｌａｃｅ反变换推导出淤泥质软粘土的蠕变方程。

（４）根据剪切蠕变试验结果，通过线性回归方

法，确定模型参数计算方法，以黄石淤泥质软粘土剪

切蠕变试验为例反算出该类土蠕变方程中各参数。

（５）假定动载为正弦交变荷载，通过已推导出

的本构方程，进一步推导出淤泥质软粘土的动载流

变参数。

（６）对于本文中所得本构方程、剪切蠕变方程、

动载流变参数，其应用前提为通过试验确定软粘土

的初始剪切应力，从而确定方程类别。
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