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基于节点坐标变量的桁架大位移非线性有限元法

刘 树 堂
（广州大学 土木工程学院，广东 广州　５１０００６）

摘要：为求解桁架大位移问题，提出了一种基于节点坐标变量的非线性有限元法———以杆端节点

坐标向量为显函变量写出单元杆端力向量表达式，由单元杆端力向量装配结构非线性平衡方程。

求解时，首先根据矩阵微分理论求出单元杆端力向量关于杆端节点坐标向量的导数矩阵，由该导数

矩阵装配结构非线性微分平衡方程；然后按照Ｎｅｗｔｏｎ切线法原理建立等效线性逼近方程，引入边

界约束条件得到结构节点坐标的迭代公式。研究结果表明：该方法稳定性好、精度高、收敛速度快

且简单易用，为求解桁架大位移问题提供了一种有效方法。
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０ 引　言

在杆系结构的设计分析中，结构通常假设为桁

架（节点铰接结构），杆件轴线为直线，杆件材料为线

弹性状态。当结构位移较小时，可忽略位移对结构

平衡方程的影响，并通常以结构零态构形建立结构

平衡方程。当结构位移较大时（如高耸、大跨及柔性

结构受荷载作用后其位移通常已达到与结构尺度同



一量级的情况），位移对结构平衡方程的影响不能忽

略，需要基于荷载态构形建立结构非线性平衡方程，

且需要采用非线性求解方法来求解。桁架大位移问

题非线性分析涉及以下３个方面的问题：①用何变

量作为结构非线性平衡方程的未知量；②采用何种

方法建立结构非线性平衡方程；③利用何种方法求

解结构非线性平衡方程。

结构非线性平衡方程的未知量常用的有２种：

节点位移和节点坐标。传统上，人们通常取节点位

移为未知量建立结构非线性平衡方程，但是近年来

一些研究则选取节点坐标作为未知量［１３］。Ｌｉｕ

等［４］研究也发现，以节点坐标为未知量建立的结构

非线性平衡方程列式简单，使求解方法也变得简单。

结构非线性平衡方程的建立方法常用的有２

种：直接建立方法［５］和势能最小化方法［１３］。直接建

立方法是根据杆件内力和外荷载直接建立总节点力

向量平衡方程，该方法概念明确，应用简单。势能最

小化方法是：先建立结构总势能泛函，将非线性几何

方程和应力应变关系代入总势能泛函中，经离散化

处理得到关于未知量的泛函表达式，再根据总势能

最小化条件得到关于未知量的非线性平衡方程。势

能最小化方法也常忽略一些无法处理的高阶项。

结构非线性平衡方程的求解方法可分为２种主

要类型：直接迭代法和微分线性逼近法［６］。直接迭

代法的特点是：不涉及求导过程，只是利用原非线性

方程建立迭代公式，它适用于不能或很难求导的非

线性方程。该方法适用性较强，但是收敛速度慢。

微分线性逼近法的特点是：求出结构非线性方程关

于未知量的导数矩阵（Ｊａｃｏｂｉ矩阵），据此建立原方

程的线性逼近方程，得到关于未知量的迭代公式，进

而求解。目前建立桁架结构非线性平衡方程时习惯

于以节点位移作为未知量，很难实现关于节点位移

未知量的求导过程，并且也没有相关的研究报道。

对于目前桁架大位移问题的分析方法，孙焕纯

等［７］和许强等［８］认为“以往对桁架结构的大变形非

线性分析，都是应用最小势能原理建立关于节点位

移的非线性联立平衡方程，求解的工作量大，尤其对

多自由度的大型复杂桁架更为突出”。为了解决这

些问题，文献［７］，［８］中提出了“交替迭代线性逼近

法”，并有效应用于２个典型的桁架大位移问题，但

是对于一些荷载工况也不能得到问题的收敛解。

为了求解桁架大位移问题，笔者提出一种新的

非线性有限元分析方法：①以杆端节点坐标向量为

显函变量写出单元杆端力向量表达式，由单元杆端

力向量装配结构总节点力向量平衡方程；②根据矩

阵微分理论，求出单元杆端力向量关于杆端节点坐

标向量的导数矩阵，由单元导数矩阵装配结构关于

总节点坐标向量的导数矩阵；③按照Ｎｅｗｔｏｎ切线

法原理，建立结构等效线性逼近方程；④引入边界约

束条件得到节点坐标的迭代公式。本文方法的结构

非线性平衡方程列式简单且精确，求解过程也简单，

收敛速度快，可有效求解桁架大位移问题。

１ 结构非线性平衡方程的建立方法

设荷载态下单元的方向向量和长度分别为

　　　　νｃ（犮）＝［－犐　犐］犮 （１）

　　　　犾ｃ（犮）＝ 犮Ｔ犐６６槡 犮 （２）

　　　　犐６６＝
　犐３　－犐３

－犐３　　犐
［ ］

３

（３）

式中：犮为荷载态杆端节点坐标向量；νｃ（犮），犾ｃ（犮）分

别为单元的方向向量和长度；犐为３阶单位向量。

荷载态下单元轴力为

犖（犮）＝犈犃
犾ｃ（犮）－犾ｚ
犾ｚ

（４）

式中：犖（犮）为荷载态下单元轴力；犾ｚ 为零态单元长

度；犃为单元截面面积；犈为材料弹性模量。

荷载态下单元杆端力向量犳（犮）为

犳（犮）＝
１

犾ｃ（犮）

－νｃ（犮）

νｃ（犮
［ ］）犖（犮） （５）

将式（１）～（４）代入式（５），得到单元杆端力向量

犳（犮）为

犳（犮）＝犈犃（
１

犾ｚ
－

１

犮Ｔ犐６６槡 犮
）犐６６犮 （６）

由单元杆端力向量犳（犮），根据节点编号和对号

入座原则，写出以总节点坐标向量为未知量的结构

非线性平衡方程为

犉（犆）＝犳（犮）－犅＝０ （７）

式中：犉（犆）为结构荷载态构形总节点坐标向量犆的

函数；犅为结构荷载态总节点力向量；犳（犮）为由

犳（犮）按节点编号和对号入座原则进行装配得到的

向量。

２ 结构非线性平衡方程的求解方法

令式（７）关于结构总节点坐标向量犆的导数为

犉Ｃ（犆），即

犉Ｃ（犆）＝
ｄ犉（犆）

ｄ犆
＝

ｄ犳（犮）

ｄ犮
（８）
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根据矩阵微分理论，方程式（８）中
ｄ犳（犮）

ｄ犮
的求导

结果为

ｄ犳（犮）

ｄ犮
＝

犈犃
（犮Ｔ犐６６犮）

３／２犐６６犮犮
Ｔ犐６６＋

　　　　犈犃（
１

犾ｚ
－

１

犮Ｔ犐６６槡 犮
）犐６６ （９）

根据Ｎｅｗｔｏｎ切线法原理，结构非线性平衡方

程的线性逼近方程式为

　犉（犆
（犽））＝犉（犆

（犽－１））＋犉Ｃ（犆
（犽－１））·

（犆
（犽）－犆

（犽－１））＝０ （１０）

根据节点坐标约束条件，犆可分为非约束节点

坐标犆ｆ和约束节点坐标犆ｒ。设有一元素为０或１

的正交变换矩阵犐ｔ可完成以下变换

犆ｆ

犆
［ ］
ｒ

＝犐ｔ犆或犆＝犐
Ｔ
ｔ

犆ｆ

犆
［ ］
ｒ

（１１）

将式（１１）代入式（１０），然后方程两边再左乘犐ｔ，有

犐ｔ犉（犆
（犽－１））＋犐ｔ犉Ｃ（犆

（犽－１））犐Ｔｔ·

（
犆ｆ

犆
［ ］
ｒ

（犽）

－
犆ｆ

犆
［ ］
ｒ

（犽－１）

）＝０ （１２）

令犘＝犐ｔ犉（犆
（犽－１）），犓＝犐ｔ犉Ｃ（犆

（犽－１））犐Ｔｔ，则

式（１２）可简写为

犘＋犓（
犆ｆ

犆
［ ］
ｒ

（犽）

－
犆ｆ

犆
［ ］
ｒ

（犽－１）

）＝０ （１３）

对应犆ｆ和犆ｒ的分块，犘和犓 也进行相应分块，

对于约束节点坐标向量，有犆
（犽）
ｒ －犆

（犽－１）
ｒ ＝０，则

式（１３）可写为

犘ｆ

犘
［ ］
ｒ

＋
犓ｆｆ　犓ｆｒ

犓ｒｆ　犓
［ ］

ｒｒ

犆
（犽）
ｆ －犆

（犽－１）
ｆ

　　
［ ］

０
＝０ （１４）

按矩阵乘法展开式（１４），得到节点坐标向量的

迭代公式为

犆
（犽）
ｆ ＝犆

（犽－１）
ｆ －（犓ｆｆ）

－１犘ｆ （１５）

３ 算例分析

一平面扁桁架及其节点、杆件编号与节点荷载

犘见图１。扁桁架杆件截面均为圆形，杆件截面直

径见表１，弹性模量犈＝２００ＧＰａ。扁桁架零态构形

节点狓，狔坐标见表２，取右半部的结构进行分析。

采用本文方法对１．０犘荷载系（图１）进行分析，

节点位移计算结果见表３，杆件轴力计算结果见表

４。为便于比较，文献［７］和 ＡＮＳＹＳ的计算结果也

列于表３，４。通过比较可以看出，本文结果与文献

［７］及ＡＮＳＹＳ计算结果是一致的。

１．０犘荷载系节点狔方向位移和杆件轴力迭代

图１ 平面扁桁架（单位：犮犿）

犉犻犵．１ 犘犾犪狀犪狉犉犾犪狋犜狉狌狊狊（犝狀犻狋：犮犿）

表１ 扁桁架杆件截面直径

犜犪犫．１ 犇犻犪犿犲狋犲狉狊狅犳犕犲犿犫犲狉犛犲犮狋犻狅狀犳狅狉犉犾犪狋犜狉狌狊狊

杆件编号 １，２，４，８，９ ３，５，７，１０ ６

截面直径／ｃｍ ３．８ ２．０ ５．２

表２ 扁桁架零态构形节点狓，狔坐标

犜犪犫．２ 犖狅犱犲犆狅狅狉犱犻狀犪狋犲狊犻狀狓，狔犇犻狉犲犮狋犻狅狀狊犳狅狉犉犾犪狋犜狉狌狊狊

ｃｍ

节点编号 狓坐标 狔坐标

１ 　０．００００００００ ５０．００００００００

２ １０００．００００００００ ０．００００００００

３ ３００．１６６５７４１５ ４４．９９７２２４５４

４ ２９９．８３３４２５８５ ３５．００２４３５４７

５ ７００．１６６５７４１５ ２４．９９７２２４５４

６ ６９９．８３３４２５８５ １５．００２７７５４１

曲线分别如图２，３所示。从图２，３可以看出，迭代

仅４次就满足了节点坐标容差ε＝１０
－７的要求，文献

［７］中迭代２０次达到相同结果，本文方法收敛速度

较快。

由图２，３还可以看出，迭代收敛前的曲线为较

长一段水平线，说明迭代收敛解是稳定和可靠的。

对２．５犘荷载系进行分析，通过对比可以看出，

本文结果与文献［７］及 ＡＮＳＹＳ计算结果基本是一

致的，只是在小数点后３位后有一些差别，这是由于

方法不同产生的误差。

２．５犘荷载系节点狔 方向位移和杆件轴力迭代

变化曲线分别如图４，５所示。迭代８次就满足了节

点坐标容差ε＝１０
－７的要求，文献［７］中迭代２０次达

到相同结果，本文方法收敛速度较快。由图４，５可

以看出，迭代收敛前的曲线为较长一段水平线，说明

迭代收敛解是稳定和可靠的。

对２．６犘荷载系进行分析，对于２．６犘 荷载系，

文献［７］方法和 ＡＮＳＹＳ均不能求解。本文２．６犘

荷载系下节点位移和杆件轴力迭代曲线如图６所

示。迭代２０次满足了节点坐标容差ε＝１０
－７的要

求。由图６可以看出，迭代收敛前的曲线为较长一
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表３ 节点位移

犜犪犫．３ 犖狅犱犲犇犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋狊 ｃｍ

１．０犘荷载系 ２．５犘荷载系 ２．６犘荷载系

节点位移 本文方法 文献［７］方法 ＡＮＳＹＳ 本文方法 文献［７］方法 ＡＮＳＹＳ 本文方法

狏１ －１．０４６８００ －１．０４７４００ －１．０４７ －１．６２０９０ －１．６１９ －１．６１９ －１０３．９０００

狌３ －０．０１８５５４ －０．０１８５６３ －０．０１９ －０．１４９１２ －０．１５０ －０．１５０ －０．７３９２

狏３ －０．９２０７４０ －０．９２１２２５ －０．９２１ －４．５８３３０ －４．６０７ －４．６０６ －７７．４１００

狌４ －０．０１３７０４ －０．０１３７１１ －０．０１４ －０．１８０３８ －０．１８２ －０．１８２ ０．２５５５

狏４ －０．９２０９１０ －０．９２１３９０ －０．９２１ －４．５８２３０ －４．６０５ －４．６０５ －７７．３９００

狌５ －０．０２０６５０ －０．０２０６６０ －０．０２１ －０．２１８６７ －０．２２０ －０．２２０ －０．８３７６

狏５ －０．５０２２４０ －０．１５０２５０ －０．５０３ －３．９７３１０ －３．９９８ －３．９９８ －３５．８４００

狌６ －０．００４７０３ －０．００４７０５ －０．００５ －０．１５５１５ －０．１５６ －０．１５６ ０．２４３５

狏６ －０．５０２７８０ －０．５０３０３０ －０．５０３ －３．９７５００ －４．０００ －４．０００ －３５．８２００

　注：狌犻，狏犻分别为节点犻在狓，狔方向的位移。

表４ 杆件轴力

犜犪犫．４ 犃狓犻犪犾犉狅狉犮犲狊狅犳犕犲犿犫犲狉狊 Ｎ

１．０犘荷载系 ２．５犘荷载系 ２．６犘荷载系

杆件轴力 本文方法 文献［７］方法 ＡＮＳＹＳ 本文方法 文献［７］方法 ＡＮＳＹＳ 本文方法

犖１ －１５５８４．０００ －１５５８４．３００ －１５５８４．５０２ －６４２９３．４００ －６４４８５．１８２ －６４４８４．９３９ －５５６８．８４

犖２ －１５０７５．０００ －１５０７５．１００ －１５０７４．９３４ －１３２６６．８００ －１３０７１．１８２ －１３０７１．００１ ７７９３７．５０

犖３ ７７．０９８ ７７．１０２ ７７．１０４ ３５９．３１０ ３５８．４３８ ３５８．４４９ －１３０１．６８

犖４ －１２８９８．０００ －１２８９８．３００ －１２８９８．４８３ －５６３３８．５００ －５６５２１．９５４ －５６５２１．９５０ －９６２１．１４

犖５ －２７０４．２００ －２７０４．２００ －２７０４．２３３ －８００６．８３０ －８０１５．２００ －８０１５．１６４ ４１４０．５４

犖６ －１２３７８．０００ －１２３７８．３００ －１２３７８．１４８ －４９４２．９６０ －４７３５．７０９ －４７３５．６９６ ７３８０８．４０

犖７ ７７．２１３ ７７．２１７ ７７．２２０ ３５１．７５５ ３５０．７１５ ３５０．７２３ －１３０４．２５

犖８ －１５６２８．０００ －１５６２７．９００ －１５６２８．１０１ －６４７４０．２００ －６４９３５．２５３ －６４９３５．１０６ －５４２０．７３

犖９ －１５０８０．０００ －１５０８０．４００ －１５０８０．２１５ －１２９４０．６００ －１２７４１．７６２ －１２７４１．５３４ ７７９２９．５０

犖１０ －２６９６．４００ －２６９６．４００ －２６９６．３８４ －８３２１．２３０ －８３３２．９１７ －８３３２．９５３ ４１０５．１９

　注：犖１～犖１０分别为１～１０号杆件的轴力。

图２ １．０犘荷载系下节点狔方向位移迭代曲线

犉犻犵．２ 犐狋犲狉犪狋犻狅狀犆狌狉狏犲狊犳狅狉犖狅犱犲狔犱犻狉犲犮狋犻狅狀

犇犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋狊犝狀犱犲狉１．０犘犔狅犪犱犛狔狊狋犲犿

段水平线，说明迭代收敛解是稳定和可靠的。

２．６犘荷载系下结构平衡状态如图７所示。对

大于２．６犘荷载系也进行了分析，均能够获得稳定

收敛解（分析结果略）。

４ 结 语

（１）以节点坐标为未知量列出桁架大结构的非

图３ １．０犘荷载系下杆件轴力迭代曲线

犉犻犵．３ 犐狋犲狉犪狋犻狅狀犆狌狉狏犲狊犳狅狉犃狓犻犪犾犉狅狉犮犲狊狅犳

犕犲犿犫犲狉狊犝狀犱犲狉１．０犘犔狅犪犱犛狔狊狋犲犿

线性平衡方程，建立方程过程没有任何近似，所得到

的非线性平衡方程是精确的列式。

（２）基于本文的桁架结构非线性平衡方程列式，

可有效利用微分线性逼近这种精确方法进行求解，

所形成的求解方程很简单，易于应用。

（３）大位移平面扁桁架算例研究表明，本文方法

对于结构非常接近失稳的稳定平衡状态能够获得精
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图４ ２．５犘荷载系下节点狔方向位移迭代曲线

犉犻犵．４ 犐狋犲狉犪狋犻狅狀犆狌狉狏犲狊犳狅狉犖狅犱犲狔犱犻狉犲犮狋犻狅狀

犇犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋狊犝狀犱犲狉２．５犘犔狅犪犱犛狔狊狋犲犿

图５ ２．５犘荷载系下杆件轴力迭代曲线

犉犻犵．５ 犐狋犲狉犪狋犻狅狀犆狌狉狏犲狊犳狅狉犃狓犻犪犾犉狅狉犮犲狊狅犳

犕犲犿犫犲狉狊犝狀犱犲狉２．５犘犔狅犪犱犛狔狊狋犲犿

图６ ２．６犘荷载系下节点狔方向位移迭代曲线

犉犻犵．６ 犐狋犲狉犪狋犻狅狀犆狌狉狏犲狊犳狅狉犖狅犱犲狔犱犻狉犲犮狋犻狅狀

犇犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋犝狀犱犲狉２．６犘犔狅犪犱犛狔狊狋犲犿

图７ ２．６犘荷载系下结构平衡状态

犉犻犵．７ 犈狇狌犻犾犻犫狉犻狌犿犛狋犪狋犲狅犳犛狋狉狌犮狋狌狉犲犝狀犱犲狉

２．６犘犔狅犪犱犛狔狊狋犲犿

确解，且具有很高的稳定性和很快的收敛速度。

（４）本文方法稳定性好、精度高、收敛速度快且

简单易用，为求解桁架大位移问题提供了一种有效

方法，具有重要理论意义和工程应用价值。
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