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空间梁单元切线刚度矩阵的精确分析方法
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摘要：为有效进行空间刚架结构后屈曲分析，提出一种新的空间梁单元切线刚度矩阵的精确分析方

法。首先用直接法建立梁单元杆端力与杆端位移的增量关系式，然后根据矩阵微分理论求出单元

杆端力关于杆端位移的导数，在求导结果表达式中令杆端位移增量为０，即可得到梁单元切线刚度

矩阵。对六层和二十层空间刚架结构进行了后屈曲分析。结果表明：所得的空间梁单元切线刚度

矩阵具有足够精度，可有效用于大型空间刚架结构的后屈曲分析。
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０ 引　言

在空间刚架结构的屈曲分析中，单元切线刚度

矩阵的预测精度对分析结果的正确性有着关键性影

响，特别是对于结构的后屈曲分析。若单元切线刚

度矩阵预测精度不够，则很难通过荷载位移平衡路

径的极限点，因此也很难准确地确定结构的极限荷

载。建立空间梁单元切线刚度矩阵有多种途径，如

势能变分方法［１２］、Ｔｉｍｏｓｈｅｋｏ梁柱理论
［３］、弹性刚

度矩阵与几何刚度矩阵的叠加方法［４］以及一些其他

方法［５７］。

势能变分方法［１］建立切线刚度矩阵常常要忽略

一些高阶项，导致切线刚度矩阵的预测精度受到影

响。Ｔｉｍｏｓｈｅｋｏ梁柱理论直接由平衡方程来导出切



线刚度矩阵，平衡方程中的力与位移关系可用超越

函数表示，分析方法简单，切线刚度矩阵更精确。

Ｙａｎｇ等
［４］首先采用虚功方法来建立梁单元的

几何刚度矩阵，然后由弹性刚度矩阵与几何刚度矩

阵的叠加建立切线刚度矩阵。文献［５］中基于

ＰｒａｎｄｔｌＲｅｎｓｓ增量理论，推导出三维梁单元的弹塑

性切线刚度矩阵。文献［６］中基于非线性问题的一

般平衡方程和空间梁单元的非线性几何方程，推导

应力应变一般线弹性关系下的空间梁单元显式切

线刚度矩阵，该刚度矩阵中包含了由初应力和初应

变产生的初应力刚度矩阵。文献［７］中使用复合变

量求导方法对内力近似求导得到切线刚度矩阵。上

述这些方法所建立的空间梁单元切线刚度矩阵并没

有通过大型算例来验证其有效性。

为有效进行空间刚架结构后屈曲分析，本文中

提出一种新的空间梁单元切线刚度矩阵的分析方

法。首先在变形状态下用直接法建立梁单元杆端力

与杆端位移增量的关系式，然后根据矩阵微分理论

求单元杆端力关于杆端位移增量的导数，最后令杆

端位移增量为０，即可得到梁单元切线刚度矩阵。

本文中笔者建立切线刚度矩阵时，没有忽略任何高

阶项，因此所建立的切线刚度矩阵是精确的。通过

六层和二十层空间刚架结构的后屈曲分析，验证了

本文空间梁单元切线刚度矩阵的有效性。

１ 空间梁单元杆端向量变换矩阵

空间刚架结构的精确非线性分析，需要利用节

点空间大转动分析理论［８１０］。节点空间大转动情况

的转动次序不满足交换律，即节点总量转角不能由

转角增量线性叠加累积计算。

节点空间大转动分析需要建立３种局部坐标

系：节点坐标系、单元坐标系和单元端面坐标系。这

３种局部坐标系对整体坐标系的旋转矩阵分别称为

节点方向矩阵、单元方向矩阵和单元端面方向矩阵。

图１中给出了结构变形构形下空间梁单元的单元坐

标系、单元端面坐标系和结构坐标系。

１．１ 节点方向矩阵

节点坐标系是一个刚性固定于节点上的笛卡儿

坐标系，节点发生转动时，该坐标系方向（节点方向）

随之变化。通常令初始构形下的节点坐标系与整体

坐标系平行，故初始节点方向矩阵狇
０ 为３阶单位矩

阵，狇
０＝犐３，犐３ 为３阶单位矩阵。节点发生转动后，

节点方向矩阵狇按照节点空间大转动的坐标旋转变

换矩阵进行更新，即

图１ 梁单元空间变形

犉犻犵．１ 犛狆犪犮犲犇犲犳狅狉犿犪狋犻狅狀狅犳犅犲犪犿犈犾犲犿犲狀狋

狇＝犚（θ）狇
０ （１）

式中：犚（θ）为节点空间大转动的坐标旋转变换矩

阵；θ为节点转角向量。

犚（θ）的计算公式
［８１０］为

犚（θ）＝
ｓｉｎ（θ

Ｔ
槡 θ）

θ
Ｔ

槡 θ
犛（θ）＋

１

θ
Ｔ
θ
θθ

Ｔ－

　　　
ｃｏｓ（θ

Ｔ
槡 θ）

θ
Ｔ
θ

θθ
Ｔ＋ｃｏｓ（θ

Ｔ
槡 θ）犐３ （２）

θ＝（θ１，θ２，θ３）
Ｔ （３）

犛（θ）＝

　０　　－θ３　 　θ２

　θ３　 　０　　－θ１

－θ２　 　θ１　 　

熿

燀

燄

燅０

（４）

式中：θ１，θ２，θ３ 分别为节点狓，狔，狕方向的转角。

１．２ 单元方向矩阵

单元坐标系以犗狓ｅ狔ｅ狕ｅ 表示（图１），单元坐标

系的狓ｅ轴通过单元犼端和犽端截面形心。在初始

构形下，单元坐标系的狔ｅ，狕ｅ 轴分别与单元截面２

个主轴方向平行。单元方向矩阵由单元坐标系的

狓ｅ，狔ｅ，狕ｅ 轴对整体坐标系狓，狔，狕轴的方向余弦向

量构成。初始构形下的单元方向矩阵狉０ 表示为

狉０＝（狉０１，狉
０
２，狉

０
３） （５）

式中：狉０１，狉
０
２，狉

０
３ 分别为初始构形下的单元坐标系狓ｅ，

狔ｅ，狕ｅ轴对整体坐标系狓，狔，狕轴的方向余弦向量。

在变形构形下，单元截面形心轴发生弯曲，单元

２个端截面也发生了转动和位移，单元坐标系的方

向发生了变化。在变形构形下，单元坐标系的狓ｅ轴

对整体坐标系狓，狔，狕轴的方向余弦向量狉１ 为

狉１＝
狋１（狓＋狌）

［狋１（狓＋狌）］
Ｔ［狋１（狓＋狌槡 ）］

（６）

式中：狌为整体坐标系下单元犼端和犽端节点线位

移集合向量，狌＝（狌犼狓，狌犼狔，狌犼狕，狌犽狓，狌犽狔，狌犽狕）
Ｔ；狓为增

量步开始时单元犼端和犽端节点坐标的集合向量；

狋１＝（－犐３，犐３）。

变形构形下的单元方向矩阵狉可表示为
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狉＝（狉１，狉２，狉３） （７）

式中：狉１，狉２，狉３ 分别为变形构形下单元坐标系狓ｅ，

狔ｅ，狕ｅ轴对整体坐标系狓，狔，狕轴的方向余弦向量。

在变形构形下，单元坐标系狔ｅ，狕ｅ 轴对整体坐

标系狓，狔，狕轴的方向余弦向量狉２，狉３ 需要由单元端

面转动情况来确定。

１．３ 单元端面方向矩阵

单元端面坐标系是一个固定于单元端截面上的

笛卡儿坐标系（图１中的犗狓犼狔犼狕犼和犗狓犽狔犽狕犽），用来

定义单元端面的方向。

在初始构形下，单元端面坐标系与单元坐标系

一致，单元端面方向矩阵即为初始构形下的单元方

向矩阵狉０。在变形构形下，节点发生转动，单元端

面坐标系的方向发生改变，单元端面方向矩阵随之

变化。由于单元端面与节点刚性连接，节点发生转

动时，单元端面坐标系与节点坐标系同步转动，它们

之间保持着固定变换关系。

设在上一增量步迭代结束时，单元犼端和犽端

的节点在整体坐标系下的总量转角分别为θ０犼和

θ０犽，此时单元犼端和犽端的单元端面方向矩阵分别

为犚（θ０犼）狉
０ 和犚（θ０犽）狉

０。

设在当前增量步上，单元犼端和犽端的节点分

别发生整体坐标系下的转角增量为θ犼和θ犽。单元犼

端和犽端的单元端面方向矩阵狆犼，狆犽 分别变换为

狆犼＝犚（θ犼）犚（θ０犼）狉
０

狆犽＝犚（θ犽）犚（θ０犽）狉
烍
烌

烎
０

（８）

１．４ 确定单元方向矩阵的第２列和第３列

节点发生转动后，单元犼端和犽端的端面坐标

系狓犼，狓犽 轴的方向向量狆犼１，狆犽１分别为

狆犼１＝犚（θ犼）犚（θ０犼）狉
０
１

狆犽１＝犚（θ犽）犚（θ０犽）狉
烍
烌

烎
０
１

（９）

由狆犼１与狉１ 及狆犽１与狉１ 所决定平面的法向量

犖犼，犖犽 分别为

犖犼＝狆犼１×狉１

犖犽＝狆犽１×狉
烍
烌

烎１
（１０）

犖犼，犖犽 的单位向量狀犼，狀犽 分别为

狀犼＝
犖犼

犖Ｔ
犼犖槡 犼

狀犽＝
犖犽

犖Ｔ
犽犖槡

烍

烌

烎犽

（１１）

式中： 犖Ｔ犼犖槡 犼， 犖
Ｔ
犽犖槡 犽分别为犖犼和犖犽 的模。

狆犼１与狉１ 及狆犽１与狉１ 的夹角γ犼，γ犽 分别为

γ犼＝犪ｓｉｎ（犖
Ｔ
犼犖槡 犼）

γ犽＝犪ｓｉｎ（犖
Ｔ
犽犖槡 犽

烍
烌

烎）
（１２）

式中：犪为系数。

狆犼１与狉１ 及狆犽１与狉１ 的夹角向量分别为

γ犼狀犼＝犪ｓｉｎ（犖
Ｔ
犼犖槡 犼）

犖犼

犖Ｔ
犼犖槡 犼

γ犽狀犽＝犪ｓｉｎ（犖
Ｔ
犽犖槡 犽）

犖犽

犖Ｔ
犽犖槡

烍

烌

烎犽

（１３）

将单元犼端和犽端的端面坐标系分别绕狀犼 轴

和狀犽 轴转动γ犼狀犼 和γ犽狀犽 角，使狆犼１和狆犽１与单元坐

标系的狓ｅ轴重合。此时单元犼端和犽端的单元端

面方向矩阵犲犼，犲犽 分别为

犲犼＝犚（γ犼狀犼）狆犼

犲犽＝犚（γ犽狀犽）狆
烍
烌

烎犽
（１４）

变形构形下单元方向矩阵的后两列取犲犼 和犲犽

后两列的平均值［８１０］，即

狉２≈
１

２
（犲犼２＋犲犽２）

狉３≈
１

２
（犲犼３＋犲犽３

烍

烌

烎
）

（１５）

式中：犲犼２，犲犽２分别为犲犼和犲犽 的第２列元素；犲犼３，犲犽３分

别为犲犼和犲犽 的第３列元素。

将狉２ 和狉３ 代入式（７）中，就可得到变形构形下

的单元方向矩阵狉。空间梁单元杆端向量变换矩阵

由狉来构造，即

犛狓＝犐４狉 （１６）

式中：犛狓 为由单元坐标系到整体坐标系的变换矩

阵；犐４ 为４阶单位矩阵。

２ 空间梁单元切线刚度矩阵

２．１ 单元生标系下单元基本内力与单元基本变形

的关系

在单元坐标系下单元基本内力增量向量与单元

基本变形增量向量的关系为

犳Ｖ＝犓犞 （１７）

犓＝

犈犃／犾０　　　０　　　　０　０　０　 ０

０　（犌犐狓＋犖狓ρ
２）／犾０ ０　０　０　 ０

　０　　　　０　　　 犮狔１　犮狔２　０　 ０

　０　　　　０　　　 犮狔２　犮狔１　０　 ０

　０　　　　０　　　　０　 ０　犮狕１　犮狕２

　０　　　　０　　　　０　 ０　犮狕２　犮狕

熿

燀

燄

燅１

（１８）

式中：犞 为单元基本变形增量向量，犞＝（狏，，α狔犼，

α狔犽，α狕犼，α狕犽）
Ｔ，狏为单元轴向变形增量，为单元扭转

角增量，α狔犼，α狔犽分别为单元犼端和犽端绕单元坐标

系狔ｅ轴的弯曲转角增量，α狕犼，α狕犽分别为单元犼端和

犽端绕单元坐标系狕ｅ轴的弯曲转角增量；犳Ｖ 为单元
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基本内力增量向量，犳Ｖ ＝（狀狓，狋狓，犿狔犼，犿狔犽，犿狕犼，

犿狕犽）
Ｔ，狀狓 为单元轴向力增量，狋狓 为单元扭矩增量，

犿狔犼，犿狔犽分别为单元犼端和犽端绕单元坐标系狔ｅ轴

的弯矩增量，犿狕犼，犿狕犽分别为单元犼端和犽端绕单元

坐标系狕ｅ轴的弯矩增量；犓为基本内力与基本变形

关系的单元刚度矩阵；犮狔１，犮狔２，犮狕１，犮狕２为梁单元弯曲

刚度系数；犖狓 为单元轴向力（拉力为正）；犾０ 为当前

增量步单元初始长度；犃 为单元截面面积；犐狓 为单

元扭转惯性矩；ρ为单元截面极回转半径；犈，犌分别

为材料的弹性模量和剪切模量。

２．２ 单元坐标系下单元杆端力向量与杆端位移向

量的关系

将单元基本内力增量向量犳Ｖ 变换为单元坐标

系下的单元杆端力增量向量，即

犳ｅ＝犜犓犞 （１９）

犜＝

－１　０　　０　　　０　　　０　　 ０

　０　０　　０　　　０　 　１／犾０　１／犾０

　０　０ －１／犾０ －１／犾０　　０　　 ０

　０－１　　０　　　０　　 ０　　 ０

　０　０　　１　　　０　　　０　　 ０

　０　０　　０　　　０　　　１　　 ０

　１　０　　０　　　０　　　０　　 ０

　０　０　　０　　　０　 －１／犾０ －１／犾０

　０　０　　１／犾０ 　１／犾０　　０　　 ０

　０　１　　０　　　０　　　０　　 ０

　０　０　　０　　　１　　　０　　 ０

　０　０　　０　　　０　　　０　　

熿

燀

燄

燅１

（２０）

式中：犳ｅ为单元坐标系下的单元杆端力增量向量，

犳ｅ＝（犳犼狓，犳犼狔，犳犼狕，犿犼狓，犿犼狔，犿犼狕，犳犽狓，犳犽狔，犳犽狕，犿犽狓，

犿犽狔，犿犽狕）
Ｔ，犳犼狓，犳犼狔，犳狔狕分别为单元犼端沿着单元坐

标系狓ｅ，狔ｅ，狕ｅ轴方向的线力分量，犿犼狓，犿犼狔，犿犼狕分别

为单元犼端绕单元坐标系狓ｅ，狔ｅ，狕ｅ轴的弯矩分量，

犳犽狓，犳犽狔，犳犽狕，犿犽狓，犿犽狔，犿犽狕均为单元犽 端的相应分

量；犜为由单元基本内力向量变换为单元杆端力向

量的变换矩阵。

２．３ 单元坐标系下单元杆端位移与结构坐标下单

元杆端位移的关系

设在上一增量步迭代结束时单元长度为犾０，在

当前增量步中单元长度为犾１，则单元轴向变形增量

为犾１－犾０，犾１ 为单元犼端和犽端的整体坐标系下节

点位移增量向量狌犼和狌犽 的函数，即犾１＝犾１（狌犼，狌犽）。

设在当前增量步中单元犼端和犽端的节点分别发生

整体坐标系下的转角增量为θ犼和θ犽，将它们变换到

单元坐标系下分别为狉Ｔθ犼和狉
Ｔ
θ犽。应注意，θ犼和θ犽

包含着单元的弹性变形和刚体变位的贡献，其中单

元的刚体变位在单元犼端和犽端产生的转角增量是

相同的。设单元刚体变位在单元犼端和犽端产生的

整体坐标系下的转角增量向量为β，将β变换为单

元坐标系下为狉Ｔβ。从总转角增量狉
Ｔ
θ犼 和狉

Ｔ
θ犽 中

减去刚体变位转角增量狉Ｔβ，剩余部分狉
Ｔ（θ犼－β）和

狉Ｔ（θ犽－β）则为单元弹性变形的转角增量。因此，当

前增量步单元坐标系下单元弹性变形增量向量狌ｅ

可写为

狌ｅ＝

犾１（狌犼，狌犽）－犾０

狉Ｔ（θ犼－β）

狉Ｔ（θ犽－β

熿

燀

燄

燅）

（２１）

刚体变位转角增量向量β确定方法如下。设在

上一增量步迭代结束时单元坐标系狓ｅ轴方向向量

为狉０１，在当前增量步中单元坐标系狓ｅ 轴方向向量

为狉１。由狉０１与狉１ 所决定平面的法向量犫为

犫＝狉０１×狉１ （２２）

向量犫的单位向量狀ｂ为

狀ｂ＝
犫

犫Ｔ槡 犫
（２３）

狉０１与狉１ 的夹角β为

β＝犪ｓｉｎ（犫
Ｔ

槡 犫） （２４）

狉０１与狉１ 的夹角向量为

β＝β狀ｂ （２５）

将单元弹性变形增量向量狌ｅ 变换为单元基本

变形增量向量犞，即

犞＝犐６７狌ｅ （２６）

犐６７＝

１　　０　　０　　０　　０　　０　　０

０　－１　　０　　０　　１　　０　　０

０　　０　　１　　０　　０　　０　　０

０　　０　　０　　０　　０　　１　　０

０　　０　　０　　１　　０　　０　　０

０　　０　　０　　０　　０　　０　　

熿

燀

燄

燅１

（２７）

式中：犐６７为６×７阶变换矩阵。

将式（２６）代入式（１９），则有

犳ｅ＝犜犓犐６７狌ｅ （２８）

设上一增量步结束时单元总基本内力向量为

犳０，则在当前增量步上单元总基本内力向量犳为

犳＝犜（犳０＋犓犐６７狌ｅ） （２９）

２．４ 单元杆端力向量关于杆端位移向量的导数

将犳变换到整体坐标系下，则有

犳Ｓ＝犛狓犜（犳０＋犓犐６７狌ｅ） （３０）

式中：犳Ｓ为整体坐标系下单元杆端力向量。

按照先犼端，后犽端，先线位移，后角位移的顺
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序，将整体坐标系下杆端位移增量向量写成犮＝（狌犼，

θ犼，狌犽，θ犽）
Ｔ。根据矩阵微分理论，求犳Ｓ 关于杆端位

移增量向量犮的导数，则有

ｄ犳Ｓ
ｄ犮
＝
ｄ犛狓
ｄ犮
［犐１２犜（犳０＋犓犐６７狌ｅ）］＋犛狓犜犓犐６７

ｄ狌ｅ
ｄ犮

（３１）

式中：犐１２为１２阶单位矩阵。

式（３１）是一个关于犮＝（狌犼，θ犼，狌犽，θ犽）
Ｔ 的函数

矩阵。令犮＝０，将其代入式（３１）即可得到空间梁单

元的切线刚度矩阵。

由于式（３１）中
ｄ犛狓
ｄ犮
和
ｄ狌ｅ
ｄ犮
可实现精确求导，不需

要忽略任何高阶项，因此，可得到空间梁单元切线刚

度矩阵的精确计算公式。由于在式（３１）求导过程时

刚度矩阵犓 被视为常量而未涉及其求导，所以由

式（３１）确定的梁单元切线刚度矩阵也适用各种本构

关系的梁单元，如弹性梁单元、塑性铰单元、精细塑

性铰单元等。

３ 算例分析

文献［１１］中采用有限元积分方法对六层空间刚

架（图２）和二十层空间刚架（图３）进行弹塑性屈曲

分析，得到结构荷载位移曲线，其极限荷载因子为

１．０。文献［１０］，［１２］，［１３］采用不同方法对该算例

也进行了相应研究，并以文献［１１］中的结果作为精

确解进行对比。本文为了验证所建立的梁单元切线

刚度矩阵的有效性，对这２个算例也进行了弹塑性

和几何非线性后屈曲分析。分析中荷载位移平衡

路径跟踪技术采用广义位移控制法（ＧＤＣ）
［１４］，预测

子为本文梁单元切线刚度矩阵，修正子为式（３０），荷

载因子初始步长λ０＝０．０１，收敛控制误差ε＝０．００１。

弹塑性屈曲分析中，梁单元本构关系犓［式（１８）］采

用精细塑性铰梁单元刚度矩阵［１０，１２］，几何非线性屈

曲分析中，梁单元本构关系犓采用具有稳定函数单

元刚度矩阵［１５］。

３．１ 六层空间刚架

六层空间刚架结构的尺寸及单元截面规格如图

２所示。结构钢材屈服应力为２５０ＭＰａ，弹性模量

为２０６．８５ＧＰａ，剪切模量为７９．２９３ＧＰａ。楼面及

屋面上均布重力荷载为９．６ｋＰａ，按节点控制面积

等效在每个楼层的柱顶。风荷载沿着狔方向作用，

等效在每个梁柱节点的集中荷载为５３．３７６ｋＮ。

按上述等效节点荷载分布比例进行加载，每个构件

取为一个单元。

对六层空间刚架进行弹塑性后屈曲分析，结构

图２ 六层空间刚架（单位：犿）

犉犻犵．２ 犛犻狓狊狋狅狉犲狔犛狆犪犮犲犉狉犪犿犲（犝狀犻狋：犿）

犃点荷载位移曲线如图４所示，极限荷载因子为

１．００５，与文献［１０］～［１３］中的结果非常接近，比精

确解［１１］仅高出０．５％。在极限荷载时犃 点狓 方向

和狔 方向产生的位移分别为－０．１２９７８ｍ 和

０．２２３８６ｍ。分析结束时结构发生了很大的弹塑性

扭转变形，且梁端和柱端形成了许多完全塑性铰（如

图５中黑点所示，其中数字１～１０为最先形成完全

塑性铰的前１０个位置）。

对六层空间刚架还进行了几何非线性屈曲分

析，结构犃点荷载位移曲线如图６所示，其极限荷

载因子为６．０８６，此时犃点在狓方向和狔方向产生

的位移分别为－１．９７２６ｍ和１．８４６７ｍ。分析结

束时结构发生了很大的扭转变形，如图７所示。

３．２ 二十层空间刚架

二十层空间刚架结构尺寸及单元截面规格如图

３所示。结构钢材为Ａ５０钢，钢材的屈服应力犳ｙ＝

３４４．８ＭＰａ，弹性模量犈＝２００ＧＰａ，剪切模量犌＝

７９ＧＰａ。楼层及屋面均布重力荷载为４．８ｋＰａ，按

节点控制面积等效为集中荷载作用在每个楼层的柱

顶上。结构立面上风荷载为０．９６ｋＰａ（沿狔方向作
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图３ 二十层空间刚架（单位：犿）

犉犻犵．３ 犜狑犲狀狋狔狊狋狅狉犲狔犛狆犪犮犲犉狉犪犿犲（犝狀犻狋：犿）

图４ 六层空间刚架弹塑性荷载位移曲线

犉犻犵．４ 犈犾犪狊狋狅狆犾犪狊狋犻犮犔狅犪犱犱犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋犆狌狉狏犲狊犳狅狉

犛犻狓狊狋狅狉犲狔犛狆犪犮犲犉狉犪犿犲

用），按节点控制面积等效为集中荷载作用在梁柱

节点上。按等效节点荷载分布比例进行加载，每个

构件取为一个单元。

对二十层空间刚架进行弹塑性后屈曲分析，犃

图５ 六层空间刚架弹塑性变形

犉犻犵．５ 犈犾犪狊狋狅狆犾犪狊狋犻犮犇犲犳狅狉犿犪狋犻狅狀犳狅狉

犛犻狓狊狋狅狉犲狔犛狆犪犮犲犉狉犪犿犲

图６ 六层空间刚架几何非线性荷载位移曲线

犉犻犵．６ 犌犲狅犿犲狋狉犻犮犪犾犾狔犖狅狀犾犻狀犲犪狉犔狅犪犱犱犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋犆狌狉狏犲狊

犳狅狉犛犻狓狊狋狅狉犲狔犛狆犪犮犲犉狉犪犿犲

图７ 六层空间刚架几何非线性变形

犉犻犵．７ 犌犲狅犿犲狋狉犻犮犪犾犾狔犖狅狀犾犻狀犲犪狉犇犲犳狅狉犿犪狋犻狅狀犳狅狉

犛犻狓狊狋狅狉犲狔犛狆犪犮犲犉狉犪犿犲

点和犅 点的荷载位移曲线如图８所示。极限荷载
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图８ 二十层空间刚架弹塑性荷载位移曲线

犉犻犵．８ 犈犾犪狊狋狅狆犾犪狊狋犻犮犔狅犪犱犱犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋犆狌狉狏犲狊犳狅狉

犜狑犲狀狋狔狊狋狅狉犲狔犛狆犪犮犲犉狉犪犿犲

因子为１．０２，与文献［１０］～［１３］中的结果基本一致，

比精确解［１１］高出２％。在极限荷载处，犃点和犅点狔

方向所产生的位移分别为１．５４３７ｍ和０．３４０６５ｍ。

分析结束时结构发生了很大的弹塑性变形，并在梁

端形成了许多完全塑性铰，如图９中黑点所示，其中

数字１～１０是最先形成完全塑性铰的前１０个位置。

对二十层空间刚架进行几何非线性屈曲分析，

结构犃点和犅 点荷载位移曲线如图１０所示。极

限荷载因子为２．４０９４，在弹性极限荷载处，犃点和

犅 点狔 方向所产生的位移分别为３．０２６３ｍ 和

１．０３９５ｍ。分析结束时结构变形如图１１所示。由

图１１可以看出，二十层空间刚架在下部１／３高度截

面处，结构横向出现了明显鼓曲。

４ 结 语

（１）本文中空间梁单元切线刚度矩阵分析时没

有忽略任何高阶项，因此所得到的切线刚度矩阵具

有足够精度，通过六层和二十层空间刚架的后屈曲

分析得到验证。

（２）由于总体坐标系下杆端力与杆端位移关系

式中的梁单元刚度矩阵犓为常量矩阵，在应用矩阵

微分理论求导时未涉及犓的求导，因此本文中的空

间梁单元切线刚度矩阵［式（３１）］也适用其他的梁单

元本构关系。

（３）从算例弹塑性后屈曲分析荷载位移曲线可

以看出，本文中的梁单元切线刚度矩阵可预测出结

构极限荷载后较长距离的荷载位移平衡路径。

（４）本文中的空间梁单元切线刚度矩阵可有效

用于大型空间刚架结构的后屈曲分析。
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