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摘要!以三次
D

样条函数的线性组合作为拱结构位移振型函数!根据哈密顿原理推导出了弹性支

撑拱结构的频率方程!考虑了拱脚处集中质量的附加惯性力等因素的影响!计算分析了竖向弹性支

撑和旋转弹性支撑对拱结构动力特性的影响!提出了竖向临界刚度系数的概念"研究结果表明%竖

向弹性支撑会使拱结构的基本频率减小!当矢跨比为
#:$

左右时影响最为显著!同时还会改变拱结

构振型序列特点$竖向临界刚度系数是拱结构动力特性的分界点!此时拱结构的基本频率和第二频

率几乎相等!若竖向支撑刚度系数小于临界刚度系数!结构的第
$

阶振型是对称的!而第
"

阶振型

是反对称的!与刚性支撑拱结构的振型序列不同$若竖向支撑刚度系数大于临界刚度系数!结构的

第
$

阶振型是反对称的!而第
"

阶振型是对称的!与刚性支撑拱结构的振型序列相同$旋转弹性支

撑会使拱结构的基本频率减小!但并不改变其振型序列特点"
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具有弹性支撑的拱结构在工程中广泛存在$如

直接支撑于其他结构或地基上的拱结构$支座处总

存在一定的位移$这种拱结构实为具有弹性支撑的

拱&具有弹性支撑的拱结构在振动时$拱脚处会产

生附加惯性力$对结构动力特性将产生较大影响&

弹性支撑对梁动力特性的影响已经得到了较为

深入的研究(

$?"

)

&关于拱结构动力特性的研究$多数

集中于刚性支撑的情况(

!?@

)

&具有弹性支撑的拱结

构也有学者进行了研究$但大多是关于内力分析(

%?>

)

和稳定性分析方面(

B

)

&康婷等(

A

)研究了水平弹性支

撑圆拱的动力特性$发现水平弹性支撑不仅会使拱

结构基本频率减小$而且会显著改变其振动形态$会

使拱结构由拉压振动变为弯曲振动$对结构受力不

利&竖向弹性支撑和旋转弹性支撑对拱结构动力特

性的影响目前研究较少$是工程中亟待解决的一个

问题&

本文以三次
D

样条函数的线性组合作为位移

振型函数$根据哈密顿原理推导出弹性支撑拱结构

的频率方程$其中考虑拱脚处集中质量的附加惯性

力等因素的影响$分析竖向弹性支撑和旋转弹性支

撑对拱结构自振特性的影响$提出竖向临界刚度系

数的概念$得出若干有益的结论&

;

基本方程
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基本假定

基本假定为%

#

基于平面变形假设$变形前垂直

于中线的平面$变形后仍垂直于中线#

$

忽略剪切变

形的影响#

%

材料是均匀'连续'各向同性的#

&

振动

是线弹性的&
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曲杆变形几何关系

从平面拱结构上任取一微段
4S

$建立单元应变

和位移之间的关系如下
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为切向位移$以绕曲率中心顺时针转动为

正#

K

为法向位移$以指向极点为正#

I

为微段拱轴线

的曲率$若为圆弧拱$则为常数#

S

为拱轴线弧长#
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为拱轴向应变$以伸长为正#
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为曲率应变&
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位移振型函数

对于结构自由振动问题$哈密顿原理可表述为%

在所有的可能运动状态中$精确解使泛函 取驻值
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为拱自由振动时的形变势能#
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拱结构的位移振型函数用三次
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样条函数进

行拟合&图
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则位移振型函数可采用如下形式
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样条函数构成的样条基函数#
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上述基函数有下列特点
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由上述的特点可以看出$这组基函数可以适用

于弹性支撑拱结构边界条件的处理$计算非常方便&

结构的位移矩阵
2

'应变矩阵
#

可表示为

2a

!

7

$

K

"

F

a3

$

#

a

(

P

( )

3

a$

*

+

,

$

!

=

"

式中%

3a

"

!

:

"

$

( )

"

#

$

a

()

0

1

#

$a

!

"

4

Ì

"

$

"

Ì
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体系的势能

体系的势能
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5

1

(

@

7

"

!

S

$

&

"

V

@

#

"

!

S

$

&

")

4S

N

#

a

$

"

E

#

(

@

7

"

!

S

#

$

&

"

_

@

#

"

!

S

#

$

&

")

N

*

a

$

"

E

*

(

@

7

"

!

S

*

$

&

"

_

@

#

"

!

S

*

$

&

")

则体系的动能
N

可写为

Na

$

"

.

"

/'P

"

!

.

&_L

"

$

F

!

$

!

$#

"

其中

!a!

S

_E

#

3

F

#

3

#

_E

*

3

F

*

3

*

!

S

3

3

S

#

5

13

F

34S
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式中%

!

为质量矩阵#

5

1

为
4S

微段内的均布质量#

3

#

$

3

*

均为系数矩阵&

质量矩阵
!

各元素为

!!

E

$$

aE

S$$

_E

#

!!

E!

*_!

"!

*_!

"aE

S

!

*_!

"!

*_!

"_E

*

!!

E!

*_@

"!

*_@

"aE

S

!

*_@

"!

*_@

"_E

#

!!

E!

"*_=

"!

"*_=

"aE

S

!

"*_=

"!

"*_=

"_E

*

而其余元素
E

D

G

aE

SD

G

&

;<A

频率方程

设
&

!

&

$

6

&

6

&

"

"为一个周期
"

:

-

.

$则由哈密顿

原理可得结构的泛函为

a

:

"

.

!

$

F

#

$

`

.

"

$

F

!

$

" !

$$

"

由变分原理可得结构的频率方程为

#

$

a

.

"

!

$

!

$"

"

利用式!

$"

"可求出结构的基本频率
.

及节点

参数向量
$

$从而求得结构的振型&由此可分析弹

性支撑对拱结构动力特性的影响&当曲率
I

"

#

时$

式!

$"

"即化为梁自由振动的频率方程&

=

竖向弹性支撑对拱结构自振特性的

影响

!!

定义旋转弹性支撑刚度系数
I

"

a.

"

$

"

-!

(Y

"$

竖向弹性支撑刚度系数
I

!

a.

!

$

!

-!

(Y

"&

=<; +

=

\:

时竖向弹性支撑的影响

若旋转弹性支撑刚度系数
I

"

a#

$当
I

!

"

_

m

时$结构为两铰拱&两铰拱'弹性支撑拱结构的基本

频率
.

$

$

.

$Z

分别可用下式计算

.

$

a

1

$

"

(Y

5槡1

.

$Z

a

1

Z

$

"

(Y

5槡
*

+

,

1

!

$!

"

式中%

1

$

1

Z

分别为两铰拱和竖向弹性支撑拱结构的

基频系数&

图
"

为两铰拱和竖向弹性支撑拱结构径厚比

0

-

H

!

0

为圆拱半径$

H

为拱结构截面厚度"不同时

基频系数
1

与矢跨比
!

-

$

的关系$其中$

I

!

a

$##(Y

-

$

!

&由图
"

可以看出%当拱结构的径厚比

0

-

H

2

"#

时$若矢跨比
!

-

$

'

#:$

$两铰拱和竖向弹

性支撑拱结构的基频系数只与结构的矢跨比有关$

随着矢跨比的增大逐渐减小$与径厚比的大小没有

关系#当
#

&

!

-

$

&

#:$

时$基频系数随矢跨比的增

大逐渐增大$矢跨比一定时$径厚比越大$基频系数

越大&

竖向弹性支撑拱结构的基频系数比两铰拱结构

图
=

基频系数与矢跨比变化关系曲线

B$

C

<= !"1)2$&-(&'R)2/*)1B*"

W

/"-+

3

6&"''$+$"-2)-5

!$("Q(

K

)-!)2$&

小$由此可见竖向弹性支撑会使拱结构的基本频率

减小&设
6

1

!

6

1

a

1

`

1

Z

"为竖向弹性支撑对拱结

构基频系数的影响量$则
6

1

与矢跨比的关系曲线

如图
!

所示&由图
!

可见$竖向弹性系数
I

!

一定

时$对矢跨比和径厚比不同的拱影响不同&图
!

中

的曲线可分为上升段和下降段&下降段曲线基本重

合$说明当矢跨比大于
#:$

时$弹性支座对不同径厚

比的拱影响是相同的$均随着矢跨比的增大逐渐减

小&上升段曲线不重合$矢跨比越小$影响越小&当

矢跨比一定时$径厚比越大$影响越大&

图
>

基频系数影响量与矢跨比关系曲线

B$

C

<> !"1)2$&-(&'R)2/*)1B*"

W

/"-+

3

6&"''$+$"-2

.$''"*"-+")-5!$("Q(

K

)-!)2$&

总的来说$对于工程中一般的拱结构$当矢跨比

在
#:$

左右时$影响最大$对支座的弹性最为敏感&

对于等截面两铰拱结构$当矢跨比
!

-

$

'

#:$

时$结构的基本频率和第二频率一般不相等$结构的

第
$

阶振型是反对称的$而第
"

阶振型是对称的&

然而对于竖向弹性支撑拱结构$这一性质将会发生

显著变化&

当转动支撑刚度系数为
#

时$竖向弹性支撑拱

结构的基本频率和第二频率系数随竖向刚度系数

I

!

的变化规律如图
@

所示&图
%

为
I

"

a#

时竖向弹

性支撑拱的前
"

阶振型&由图
@

可见$基本频率和

第二频率的系数
1

Z

随竖向刚度系数
I

!

的增大而增

大$

"

条曲线在某一点处异常接近$此时$基本频率

和第二频率的系数几乎相等&图
@

!

R

"中$当
I

!

a
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图
? +

=

\:

时基频系数与竖向刚度系数的关系曲线

B$

C

<? !"1)2$&-(&'R)2/*)1B*"

W

/"-+

3

6&"''$+$"-2)-5

Y"*2$+)172$''-"((6&"''$+$"-2%,"-+

=

\:

"@%

时$基频系数
1

Z

a$A:B$@

$第二频率系数
1

Z"

a

$A:B$=

$结构的基本频率和第二频率几乎相等$此时

结构第
$

阶振型是对称的(图
%

!

+

")$而第
"

阶振型

是反对称的(图
%

!

R

")$与刚性支撑拱结构不同&

根据大量计算分析发现$

!

-

$a#:!

时竖向刚度

系数
I

!

a"@%

是结构振动特性发生变化的分界点$

可将这一刚度系数叫做竖向临界刚度系数
I

/)

&由

图
@

还可以看出$竖向临界刚度系数随着矢跨比的

增大而逐渐减小&当
I

!

6

I

/)

时(图
%

!

+

"$!

R

")$结构

图
@ +

=

\:

时竖向弹性支撑拱的前
=

阶振型

B$

C

<@ I,"B$*(2I%&Y$0*)2$&-M&5"(&'Y"*2$+)1

E1)(2$+7/

KK

&*2"58*+,%,"-+

=

\:

的第
$

阶振型是对称的$而第
"

阶振型是反对称的$

与刚性支撑拱结的振型序列不同#当
I

!

'

I

/)

时

(图
%

!

/

"$!

4

")$结构的第
$

阶振型是反对称振型$

而第
"

阶振型是对称振型$与刚性支撑拱结的振型

序列相同&

=<= +

=

"

_

`

时竖向弹性支撑的影响

若旋转弹性支撑刚度
I

"

"

_

m

$当竖向弹性刚

度系数
I

!

"

_

m

时$结构为无铰拱&

竖向刚度系数
I

!

与结构基本频率和第二频率

系数的变化规律见图
=

&图
>

为
I

"

"

_

m

时竖向弹

性支撑拱的前
"

阶振型&

由图
=

可以看出$基本频率和第二频率系数随

竖向刚度系数
I

!

的变化规律与图
@

相似$也随
I

!

的增大而增大$

"

条曲线在某一点处异常接近$此

时$基本频率和第二频率系数几乎相同&图
=

!

R

"

中$当
I

!

a>#!

时$基频系数
1

Z

a!!:!@%

$第二频率

系数
1

Z"

a!!:!%>

$结构的竖向临界刚度系数
I

/)

a

>#!

$此时$结构若发生自由振动$可能出现拍振现

象$对结构的受力会产生不利影响&结构的振型序

列特点!图
>

"与图
%

相似&当
I

!

6

I

/)

时(图
>

!

+

"$

!

R

")$结构的第
$

阶振型是对称的$而第
"

阶振型是
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图
A +

=

\:

时基频系数与竖向刚度系数的关系曲线

B$

C

<A !"1)2$&-(&'R)2/*)1B*"

W

/"-+

3

6&"''$+$"-2)-5

Y"*2$+)172$''-"((6&"''$+$"-2%,"-+

=

\:

反对称的$与刚性支撑拱结构的振型序列不同#当

I

!

'

I

/)

时(图
>

!

/

"$!

4

")$结构的第
$

阶振型是反对

称振型$而第
"

阶振型是对称振型$与刚性支撑拱结

的振型序列相同&

>

旋转弹性支撑的影响分析

竖向为刚性支撑$当旋转支撑弹性系数
I

"

"

#

时$结构为两铰拱$

I

"

"

_

m

时$结构为无铰拱&

不同矢跨比拱结构的旋转刚度系数
I

"

与结构

基本频率和第二频率的系数
1

Z"

变化规律如图
B

所

图
G +

=

"

_

`

时竖向弹性支撑拱的前
=

阶振型

B$

C

<G I,"B$*(2I%&Y$0*)2$&-M&5"(&'Y"*2$+)1

E1)(2$+7/

KK

&*2"58*+,%,"-+

=

"

_

`

示&由图
B

可以看出$旋转弹性支撑会使拱结构的

基本频率减小$且弹性系数越小$减小得越多&

图
B

!

R

"中$

I

"

"

_

m

时!无铰拱"基频系数为
!!:#@=

!频率为
@":!"B]U

"$

I

"

"

#

时!两铰拱"基频系数为

$A:A#=

!频率为
"%:@A"]U

"&

根据计算分析$旋转弹性支撑并不改变拱结构

的振型序列特点$

/

自由度体系有
"/

个基本频率和

主振型$其中有
/

个振型以法向振动为主$

/

个振型

以切向振动为主$结构的第
$

阶振型是反对称的$而

第
"

阶振型是对称的&

?

结 语

!

$

"竖向弹性支撑会使拱结构的基本频率减小$

且支撑的弹性系数越小$频率减小得越多&对于径

厚比
0

-

H

2

"#

的拱结构$当矢跨比
!

-

$a#:$

左右

时影响最为显著&

!

"

"提出竖向临界刚度系数的概念$当竖向支撑

弹性系数
I

!

aI

/)

时$结构的基本频率和第二频率几

乎相等&此时$结构若发生自由振动$可能出现拍振

现象$对结构的受力会产生不利影响&

!

!

"竖向弹性支撑不仅使拱结构的基本频率减

小$而且会改变其振型序列特点&当
I

!

6

I

/)

时$结
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图
H

基频系数与旋转刚度系数关系曲线

B$

C

<H !"1)2$&-(&'R)2/*)1B*"

W

/"-+

3

6&"''$+$"-2)-5

!&2)2$&-)172$''-"((6&"''$+$"-2

构的第
$

阶振型是对称的$而第
"

阶振型是反对称

的$与刚性支撑拱结构的振型序列不同#当
I

'

I

/)

时$结构的第
$

阶振型是反对称振型$而第
"

阶振型

是对称振型$与刚性支撑拱结构的振型序列相同&

旋转弹性支撑会使拱结构的基本频率减小$但并不

改变其振型序列特点&
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