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摘要!针对传统有限元分析的复杂性以及裂缝描述不准确等缺点!从空间应力单元出发!结合平面

等效桁架单元的研究方法!提出了一种空间等效桁架单元"基于空间等效桁架单元和空间应力单元

刚度等效的原则!推导了等效后的单元刚度矩阵#杆件截面面积和杆件轴力计算公式!探讨了空间

等效桁架单元应用于钢筋混凝土结构非线性分析的相关问题"借助
.;IJI$#:#

采用该方法对一

桥墩结构进行计算分析!并与采用平面等效桁架单元方法和试验方法所得结果进行了对比$结果

表明%采用该方法对钢筋混凝土结构进行分析能够满足工程精度要求!并且能够准确描述裂缝的

开展$

关键词!空间等效桁架单元"有限元法"刚度等效"钢筋混凝土结构"非线性分析
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有限元法作为一种重要的数值分析方法$由于

其通用性和有效性$已经成为工程分析计算中应用

最为广泛的一种数值计算方法&

$B>?

年$美国学者

;

8

'

和
I/')43,1V

发表了第
$

篇在钢筋混凝土中应

用非线性有限元方法的论文$他们用有限元法对钢

筋混凝土简支梁进行了抗剪分析'

$

(

&此后$越来越

多从事结构工程的研究人员将这种方法应用于钢筋

混凝土结构分析$并取得了丰硕的研究成果&

采用传统的有限元法分析钢筋混凝土结构时$

需要根据不同的单元类型构造不同的形函数$尤其

对于多节点三维问题单元$形函数往往形式复杂且

难于推导'

"

(

&在裂缝处理问题上$传统有限元分析

中常采用离散裂缝模式和片状裂缝模式'

!

(

$采用离

散裂缝模式时$一旦单元出现新的裂缝就要重新划

分网格$计算过程复杂且很费时$而采用片状裂缝模

式时$则不能对裂缝的位置)长度和形状给出满意的

描述&本文根据平面等效桁架单元'

A@%

(的思想$提出

一种由
"A

根一维杆件组成的空间等效桁架单元$这

种单元最大的特点是用一维杆件受力状态表示三维

受力状态$无需设置形函数$简化计算$并且单元中

杆件的断裂可以清晰地模拟钢筋和混凝土的破坏$

从而可以追踪构件或结构破坏的全过程&本文采用

提出的空间等效桁架单元方法对一桥墩结构进行非

线性分析$并与平面等效桁架单元方法和试验方法

所得结果进行对比$探讨该方法用于钢筋混凝土结

构分析的可行性&

A

空间等效桁架单元

ABA

单元模型及基本假设

图
$
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"为空间微元体单元$假设
!

$

"

$

#

方向的

尺寸
4!]4
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]4#]$

$微元体材料的弹性模量为
%

$

剪切模量为
&

$泊松比为
!

&图
$

!

G

"为空间等效桁

架单元$其外观尺寸与空间微元体单元相同$外围杆

件长度均为
$

$内部斜杆长度为槡"$&同时假设外围

杆件等效截面面积为
'

$

$轴向抗拉!压"刚度为
(

$

$

内部斜杆等效截面面积为
'

"

$轴向抗拉!压"刚度

为
(

"

&

ABC

单元刚度矩阵

依次对空间等效桁架单元节点进行编号$如图

"

所示&

图
A

空间微元体单元与空间等效桁架单元
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图
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空间等效桁架单元节点自由度编号
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根据刚度集成原理$可得空间等效桁架单元刚

度矩阵
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等效分析

空间等效桁架单元由空间微元体单元等效而

来$等效原则是刚度等效$即在相同的节点荷载作用

下结构变形相等&本文考虑空间等效桁架单元与空

间微元体单元的正应变等效和剪应变等效$并考虑

泊松比的影响$进而得到由空间微元体参数表示的

空间等效桁架单元的单元刚度矩阵&

$:!:$

正应变等效分析

对空间微元体单元与空间等效桁架单元施加如

图
!

所示任意大小的单位节点荷载
*

$单元将产生

正应变$根据等效原则$节点位移应相等$即
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图
G

正应变等效分析
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根据材料力学和结构力学原理$可得相应的节

点位移分别为
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式中%

#
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分别为单元体在
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$

#

方向的应变#

$

!
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分别为单元体在
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方向上的应力&
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剪应变等效分析

空间微元体单元与空间等效桁架单元在如图
A

所示节点荷载作用下$将产生剪应变$根据等效原

则$节点位移应相等$即
"

A

]

"

+

A

&

根据材料力学和结构力学原理$可得相应的节

点位移
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图
H

剪应变等效分析
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式中%

%

为单元体在
,!#

平面的角应变#

&

为在
,!

"

平面的剪切应力&

由
"
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]
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可得
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剪切刚度对比

从前文推导可知$在正应变和剪应变等效下$由

斜杆的刚度
(

"

相等可得
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根据弹性理论有
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当
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]#)"%

时$式!
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C

"中的剪切模量
&

相

等$实际混凝土
!

值范围为
#)$%

"

#)"!

$与
!

]#)"%

很接近$且实际混凝土在轴压作用下泊松比有所增

长$同时从文献'

>

(可知$用正应变等效得到的斜杆

刚度代替剪应变等效得到的斜杆刚度$计算误差很

小$对结果影响不大&

ABH

杆件等效截面面积

根据材料力学原理和求得的杆件等效刚度
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$可得杆件的等效截面面积
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ABI

单元中各杆轴力的计算

求出各节点的位移之后$可以根据每根杆件的

刚度和节点位移求出各杆件的轴力
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式中%
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为杆件截面面积#

-

为杆件长度#

/

$

2

分别为

杆件两端节点编号#

'

!

$

'

"

$

'

#

分别为杆件与
!

$

"

$

#

轴的夹角#

.

$

0

$

1

分别为杆端沿
!

$

"

$

#

轴的位移&

C

模型在钢筋混凝土结构非线性分析

中的应用

CBA

钢筋混凝土结构有限元模型及基本假定

本文钢筋混凝土结构有限元模型采用分离式模

型$把钢筋混凝土结构离散为混凝土单元和钢筋单

元$混凝土单元采用本文推导的空间等效桁架单元$

钢筋单元采用杆件单元$其单元刚度矩阵
!

V

按照

式!

$$

"进行计算$即

!

V

]

%

V

'

V

-

]

(

"

(

)

(%

_

(

"

_

(

)

_

(%

)

"

)

%

_

(

)

_

)

"

_

)

%

%

"

_

(%

_

)

%

_

%

"

(

"

(

)

(%

V

=

E:

)

"

)

%

%

"

#

$

%

"

!

$$

"

式中%

%

V

$

'

V

分别为钢筋的弹性模量和截面面积#

(

]/'V

!

'

!

"#

)

]/'V

!

'

"

"#

%

]/'V

!

'

#

"&

将混凝土单元刚度矩阵和钢筋单元刚度矩阵按

照刚度集成原理进行集成$可得钢筋混凝土结构有

限元模型的整体刚度矩阵&

在一般的钢筋混凝土结构中$可以认为钢筋和

混凝土之间粘结整体性比较好$二者之间没有相对

滑移&混凝土空间等效桁架单元与钢筋单元在节点

处相互铰接$二者之间位移完全协调&本文采用的

钢筋混凝土空间等效桁架单元模型如图
%

所示&

图
I

钢筋混凝土空间等效桁架单元模型

D%

E

BI /

5

'2&6

7

1%8'$&#09(1++6$&:&#0

;"4&$+",-./0(1201(&

CBC

钢筋混凝土材料本构关系和破坏准则

本文根据空间等效桁架单元的组成特征$混凝

土材料采用在单向受力作用下的本构关系$当混凝

土构件处于受压状态时$应力
@

应变关系采用式!

$"

"

所示的
U'*

8

*3V2+4

分段表达式'

?

(

$即

$

]

$

#

'

"

#

#

#

_

!

#

#

#

"

"

(

!!!

#

)#)#

#

$

#

!

$_#)$%

#

_

#

#

#

(

_

#

#

"

#

#

*#)#

+

,

-

(

!

$"

"
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式中%

$

#

$

#

#

分别为混凝土达到抗压强度时的应力和

应变#

#

(

为混凝土的极限压应变#

$

为混凝土应力#

#

为混凝土应变&

式!

$"

"中当混凝土应变达到极限压应变
#

(

]

#)##!!

时$认为桁架杆压坏$当混凝土构件处于受

拉状态时$应力
3

应变关系采用式!

$!

"所示的直线表

达式'

C

(

$即

$

]

42

#

2

#!!!

#

*#)#

2

!

$!

"

式中%

42

为混凝土的抗拉强度#

#

2

为混凝土达到抗

拉强度时的拉应变&

式!

$!

"中不考虑下降段的影响$当混凝土拉应

力达到抗拉强度时$认为桁架杆拉坏&

一般的钢筋混凝土结构破坏时钢筋的应变都小

于
#)#$

$没有进入强化阶段$因此$在本文的空间等

效桁架模型中$钢筋的应力
3

应变关系采用式!

$A

"所

示的理想弹塑性模型'

!

(

$即

$

V

]

4

=

#

=

!

_

#

=

)#

V

)#

=

4

=

#

=

*#

V

)#

G

或
_

#

G

)#

V

*

_

#

=

$

#

G

)

#)

+

,

-

#$

!

$A

"

式中%

$

V

为钢筋应力#

#

V

为钢筋应变#

4

=

为钢筋的屈

服强度#

#

=

为钢筋达到屈服强度时的屈服应变#

#

G

为钢筋的极限应变&

钢筋在屈服点以前应力
3

应变关系符合胡克定

律$屈服点以后按理想的塑性体工作$且极限应变规

定为
#

G

]#)#$

&

CBG

混凝土单元破坏及裂缝处理

在本文空间等效桁架单元中$空间微元体单元

中各种复合受力状态都转换成了桁架单元中各杆的

轴向受力状态$当杆件的拉应力超过开裂强度之后$

即认为该杆件受拉开裂$退出工作$同时释放单元内

力$将单元内力转化成节点力重新进行迭代计算&

杆件开裂后记录下杆件的位置$在后续加载中重复

上述步骤$然后将所有标注的裂缝位置用曲线连接

起来$就可以描述裂缝的分布和走势&

CBH

钢筋单元屈服后的处理

在有限元计算过程中$当钢筋单元超过屈服条

件时$须根据钢筋采用的单元形式和应力
3

应变关系

作出相应的调整&在施加某一级荷载增量的过程

中$当钢筋应变超过
#

=

达到
#

$

时$须做相应的处

理'

?

(

%调整弹性模量
%

的取值$此时
%]#

#同时将超

额应力转换成节点力重新进行分配$按屈服前钢筋

弹性模量
%

#

计算的钢筋应力
$

V

]%

#

#

$

超过了钢筋

的屈服强度
4

=

$把超额应力
$

3!

]

$

V

_

4

=

转化成节点

力
5

3

$即

5

3

]

$

3!

'

V

]

!

$

V

_

4

=

'

V

"

'

V

!

$%

"

G

钢筋混凝土桥墩非线性分析算例

文献'

>

(做了钢筋混凝土桥墩模型试验$模型的

尺寸及配筋如图
>

所示&该模型由
$

个墩身与
$

个

底座组成$墩身截面尺寸为
"##EE "̀##EE

$墩身

高为
$"##EE

$墩身顶部施加的轴力
6]$%%Y;

$

横向荷载
5

施加在模型的左侧$荷载加载点与墩底

的距离为
$###EE

$模型所用材料混凝土强度为

"?:>><a+

$纵向钢筋的屈服应力为
!B":B%<a+

$

弹性模量为
":#`$#

%

<a+

$箍筋的屈服应力为

"$#<a+

$弹性模量为
":$̀ $#

%

<a+

&

图
J

钢筋混凝土桥墩模型尺寸及配筋"单位!

::

#

D%

E

BJ /%K&'#4-&%#,"(2&:&#0",-.3(%4

E

&

L%&(;"4&$

"

M#%0

!

::

#

借助
.;IJI$#:#

采用本文空间等效桁架单

元和文献'

%

(平面等效桁架单元$分别对钢筋混凝土

桥墩进行非线性分析&用空间等效桁架单元对钢筋

混凝土结构进行网格划分时$采用本文第
":$

节中

介绍的计算模型$将混凝土单元转化成空间等效桁

架单元$单元外围尺寸为
"%EE

$钢筋单元为一维

杆单元$假定钢筋与混凝土单元之间粘结良好$不需

插入粘结单元$二者在节点处直接连接$钢筋和混凝

土的本构关系采用第
":"

节中介绍的单轴受力作用

下的本构关系&

将用空间等效桁架单元和平面等效桁架单元计

算得到的荷载
@

位移曲线与试验得到的曲线进行比

较$如图
?

所示&从图
?

可以看出%用空间等效桁架

单元计算得到的极限荷载为
!$:!"Y;

$平面等效桁

架单元计算得到的极限荷载为
"?:$CY;

$试验得到

的极限荷载为
!!:"$Y;

#空间等效桁架单元精度优

于平面等效桁架单元$这是因为平面问题是空间问

题的一种简化$空间等效桁架单元计算结果与试验

%

第
!

期
!!!!!!

吴方伯!等%基于空间等效桁架单元方法的钢筋混凝土结构非线性分析



图
N

钢筋混凝土桥墩荷载
O

位移曲线

D%

E

BN P"'4O4%+

5

$'2&:&#0.1(8&+",-.3(%4

E

&L%&(

结果相差
%:>Bb

$满足工程精度要求&

用本文空间等效桁架单元分析钢筋混凝土结构

的另一重要特点就是裂缝的模拟$在本文中混凝土

单元用空间等效桁架单元代替$当单元中杆件达到

抗拉强度时$混凝土杆件断裂$可以根据杆件的断裂

位置描述裂缝的发展情况&本文模型的剪跨比
*

]

图
Q

钢筋混凝土桥墩模型在极

限荷载作用下的变形及裂缝

D%

E

BQ F&,"(:'0%"#'#4.('2R+",

-.3(%4

E

&L%&(;"4&$M#4&(

P%:%0P"'4

%

$属于弯曲型结构

形式$其在极限荷载

作用下的变形及裂

缝如图
C

所示&从

图
C

可以看出$在底

部截面附近$由于弯

矩)应力比较大$竖

向杆件相继被拉断$

将拉断的杆件连接

起来可以形成一条

条横向的弯曲型裂

缝$符合实际结构的

受力特点&

H

结 语

!

$

"采用空间等效桁架单元代替空间微元体单

元对三维问题进行分析是可行的$特别是对于钢筋

混凝土结构$在满足工程精度要求的情况下$不仅能

将复杂的模型简单化$而且还能够准确地描述裂缝

的开展&

!

"

"对于钢筋混凝土结构$确定混凝土材料的本

构关系)破坏准则)钢筋屈服准则和钢筋混凝土组合

模型就可以用空间等效桁架单元模型模拟整个构件

从加载到破坏的全过程&需要指出的是$本文未考

虑几何非线性问题&

!

!

"对空间等效桁架单元的研究尚处于起步阶

段$如何将此种单元与其他单元组合应用等问题还

需进一步研究&
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