
书书书

第
!!

卷
!

第
"

期

#$%&

年
'

月

建筑科学与工程学报

()*+,-.)/0+1234514*+5-,67383.9,

:

3,55+3,

:

;).<!!

!

=)<"

(*.

>

#$%&

文章编号!

%&'!?#$"@

!

#$%&

"

$"?$$$%?$&

收稿日期!

#$%&?$"?%#

基金项目!国家自然科学基金项目!

@%#%A!$#

"

作者简介!陈政清!

%@"'?

"#男#湖南湘潭人#教授#博士研究生导师#中国工程院院士#工学博士#

9?B-3.

$

C

D

125,

!

2,*<56*<1,

%

!"#

等强度悬臂梁实际应用时的频率精确分析

陈政清!田静莹!黄智文!王嘉兴
!湖南大学 风工程与桥梁工程湖南省重点实验室#湖南 长沙

!

"%$$E#

""

摘要!为了确定实际应用中调谐质量阻尼器"

FGH

#刚度单元的梯形悬臂梁参数!建立了梯形悬臂

梁频率的精确计算公式!计算了梯形等强度悬臂梁与三角形等强度悬臂梁频率的误差!利用梯形悬

臂梁频率计算公式确定了
FGH

等强度悬臂梁的设计步骤与程序!给出了工程示例!并使用仿真软

件
0=IJI

进行了验证$结果表明%悬臂梁自由端的宽度小于固定端宽度的
%#<&AK

时!梯形等强

度悬臂梁与三角形等强度悬臂梁的频率相对误差小于
AK

&所用程序可以用于确定满足频率精度

要求的
FGH

等强度悬臂梁的参数!对工程实际有较大指导意义$

关键词!调谐质量阻尼器&等强度悬臂梁&固有频率&精确分析&程序设计
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随着土木工程基础理论的发展#结构不单要考

虑静力作用#也要满足风荷载和地震荷载等动荷载

作用下的振动问题%传统的结构设计仅依靠结构自

身的性能#如增加结构刚度'强度'阻尼和改变质量



分布来抵抗振动%结构振动控制理论的研究和应用

是结构抗振研究的重大突破%根据是否需要外界能

源#结构控制方法可以分为以下
"

种$

"

被动控制#

不需要外部能源#仅依靠控制装置与结构的相互作

用提供控制#如调谐质量阻尼器!

FGH

"和多调谐液

体阻尼器!

FUH

"&

#

主动控制#需要外部能源提供

控制#控制力的大小由前馈外激励和反馈结构的动

力响应决定&

$

半主动控制#所需能源较少#以被动

控制为主&

%

混合控制#如主
?

被动控制(

%

)

%在众多

可用的控制装置中#

FGH

是最常用的控制装置#

FGH

的形式多种多样%刚度单元为弹簧时#若用

弹簧控制竖向刚度#则需要有足够的空间满足弹簧

的静力伸长与振动位移!如杨浦大桥一阶竖向弯曲

频率为
$<#E&MC

#弹簧净伸长约为
!B

(

#

)

"#若用弹

簧控制横向刚度#则弹簧不能承受
FGH

质量单元

的重力#质量单元底部还需要有承受重力的构造#构

造比较复杂#所以在使用
FGH

控制结构的横向振

动时常使用摆式构造#如台北
%$%

大厦抑制风振的

FGH

使用的钢索(

!

)和榕江特大桥抑制吊杆振动的

FGH

使用的等强度悬臂梁(

"

)都是摆式
FGH

刚度

单元%等强度悬臂梁作为刚度单元时#一是可以控

制
FGH

最大振动对应的应力在疲劳控制应力之

内#从而避免往复运动产生疲劳破坏的可能(

"

)

&二是

可以最大程度减少材料的使用(

A

)

#更加经济&三是可

以同时达到容许应力#减少应力分布不均现象#从而

提高安全系数(

&

)

%

目前对于等强度悬臂梁的研究主要集中在将等

强度悬臂梁作为高频振动传感器的振动元件'光纤

光栅传感器的转换元件#以及广泛利用等强度悬臂

梁标定应变测试装置和测力传感器%如
%@E'

年耿

运贵(

'

)设计了等强度悬臂梁标定应变片的方法和之

后其他学者对等强度标定梁应变的不确定分析和最

佳设计方法研究#

#$$@

年孙华等(

E

)推导了三角形等

强度悬臂梁的共振频率计算公式#

#$%A

年王雷等(

@

)

研究了不同尺寸等强度悬臂梁的自由端挠度量程与

作用力量程%

然而#对于实际应用中等强度悬臂梁自振频率

的研究却很少#因为实际应用中
FGH

等强度悬臂

梁的自由端必须悬挂质量单元#自由端的宽度不能

为
$

#即等强度悬臂梁的形状不能为三角形%在实

际中将三角形等强度悬臂梁自由端加宽后#梁的刚

度变大'基频变大%若使用三角形等强度悬臂梁固

有频率的简单计算公式来确定符合
FGH

设计频率

的梁的参数#则会与
FGH

设计频率产生偏差%

#$%"

年邱艳宇等(

%$

)研究发现#在三角形悬臂梁的自

由端接上一块长度为总长度
#EK

'宽度为固定端宽

度
"AK

的矩形板时#其基频与同样尺寸的三角形悬

臂梁的基频相差
""K

%王文熙(

%%

)研究发现#频率偏

离对
FGH

的减振效果有很大影响#所以当自由端

加宽时#悬臂梁的各个参数都需要进一步调整#传统

的调整方法是使用有限元软件人为逼近#若是施工

中存在反复修改#则人为逼近非常麻烦%因此#本文

首先研究了实际使用的梯形悬臂梁自由端加宽多少

时其频率与三角形梁的频率误差小于限值#即可以

使用三角形梁频率计算公式来确定梁的参数&其次#

推导了梯形悬臂梁频率的精确计算公式#以及应用

此公式设计
FGH

刚度单元时的参数确定方式与程

序&最后#提供了
FGH

等强度悬臂梁刚度单元的设

计示例#并用仿真软件
0=IJI

对比验证了梯形等

强度设计方法的精确性%

D

梯形悬臂梁刚度

图
%

为
FGH

工作时悬臂梁的受力分析%由图

%

可以看出#当
FGH

工作时#其质量单元发生横向

振动#梁同时受到横向力!惯性力"

!

和重力
"

的影

响#此时梁最合理'最经济的设计方式为等强度悬臂

梁#即在特定受力条件下梁的任意截面上的最大弯

曲正应力同时达到容许应力#这样材料才能得以充

分利用%

图
D !"#

工作时悬臂梁的受力分析
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8

当梁只受到横向力作用且厚度不变时#等强度

悬臂梁的宽度
#

!

$

"是
$

的正比例函数#此时梁为

三角形等强度悬臂梁!图
#

"#但工程实际中因为需

要在自由端悬挂质量单元#因此常用的形式为梯形#

如图
!

所示%

DED

弯曲刚度

梯形等强度悬臂梁的尺寸如图
"

所示#其中#

#
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图
H

三角形等强度悬臂梁

4.

8

EH !3.&*

8

2+&3$

6

2&+7(35*

8

(9:&*(.+5;53<5&=

图
I

梯形等强度悬臂梁
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图
L

等强度悬臂梁尺寸参数
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#

%

为自由端宽度#

#

#

为固定端宽度#

%

为悬臂梁长

度#

&

为梁的厚度#

$

轴沿梁的纵向并以自由端为原

点%梁的宽度
#

!

$

"随
$

变化如下

#

!

$

"

\

#

#

]#

%

%

$^#

%

!

%

"

在不考虑大变形的情况下悬臂梁的柔度
!

为
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"

%

$
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式中$

(

!

#

#

(

分别为在悬臂梁自由端作用力
!

和作

用单位力时沿悬臂梁的弯矩&

)

为梁的弹性模量&

*

!

$

"为梁
$

位置处的弯曲刚度%

根据等强度悬臂梁的弯曲刚度
-

%

\

%

!

可得

-

%

\)&

!

!

#

#

]#

%

"

#

*+

%#%

!

(

#

#

]!#
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#

^

!!

#

#

%

#

#
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!

#

#

#

%
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!

"

DEH

几何刚度

由于
FGH

控制效果的需要#在实际应用时等

强度悬臂梁悬臂端安装的质量块往往质量较大!与

悬臂梁的自身质量相比"#会引起比较显著的几何刚

度效应%因此#在计算等强度悬臂梁
FGH

系统的

刚度时还应计入质量块引起的几何刚度#由假定振

型法可以求得几何刚度%忽略悬臂梁自身的重力#

只考虑端部质量块的重力#由于等强度悬臂梁的振

动方向与端部质量块重力的作用方向垂直#所以求

振型函数
"

!

$

"时可以在梁端部沿振动方向作用一

横向力
.

#并在梁上任意位置
$

处作用一单位力

.

$

#

#

个作用力的弯矩
(

Z

图与#

(

图如图
A

所示#假

定刚度
)*

沿梁长为定值#由图乘法可得
$

处的横

向位移
/

!

$

"为

!

/

!

$

"

\

%

#)*

$

#

.

!

%]

%

!

$

"

\

%

&

.$

#

!

!%]$

" !

"

"

图
M

自由端作用横向力时等强度悬臂梁的振型计算
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令自由端的位移
/

!

%

"

\

.%

!

!)*

\0

$

#可得振型函

数
"

!

$

"

\

/

!

$

"

0

$

#从而得

"

!

$

"

\

$

#

#%

!

!

!%]$

" !

A

"

由广义几何刚度
-

#

的定义可知

-

#

'

"

%

$

1

(

"

2

!

$

")

#

6$

'

&1

A%

!

&

"

式中$

1

为梁所受的拉力#

1\(

3

#

(

为
FGH

质量

单元的质量#

3

为重力加速度%

综上所述#梯形梁的总刚度
-\-

%

^-

#

#即

-\)&

!

!

#
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]#

%

"
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等强度悬臂梁设计

HED

设计要求

FGH

等强度悬臂梁必须满足
!

个方面的要

求$

"

频率要求#只有保证
FGH

的频率与设计频率

一致才能发挥
FGH

的作用&

#

强度要求#当
FGH

摆动时#会受到质量单元的惯性力#必须保证其在惯

性力作用下不会破坏&

$

构造要求#由于
FGH

的安

装空间和施工难度的限制#其参数必须满足构造

要求%

HEH

频率要求

在
FGH

的设计中#需要根据所控制结构的振

动频率确定
FGH

的最优频率
4

#达到最佳抑振效

果%在
FGH

的频率
4

确定后#其刚度单元需要

满足

-\-

%

^-

#

\

#

#

(\"

&

#

4

#

(

!

E

"

式中$

#

为等强度悬臂梁的自振角频率%

#<#<% #

%

的取值范围

三角形等强度悬臂梁只有长度
%

'厚度
&

以及

固定端宽度
#

#

三个参数#若可以使用三角形梁的

频率公式确定梁的参数#并加大自由端的宽度
#

%

以满足构造要求#则能够大大简化计算过程%因此#

首先要确定当
#

%

的取值范围为多少时可以使梯形

梁与三角形梁的频率相对误差满足精度要求%

设误差限定值为
$

$

#由公式!

'

"可知#梯形梁的

刚度为

-

U

\-

U%

^-

U#
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%
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(
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^
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%
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式中$

-

U

为梯形梁的总刚度&

-

U%

为梯形梁的弯曲

刚度&

-

U#

为梯形梁的重力刚度%

三角形梁的刚度为

-

F

\-

F%

^-

F#

\

)&

!

#

#

&%

!

^

&1

A%

式中$

-

F

为三角形梁的总刚度&

-

F%

为三角形梁的

弯曲刚度&

-

F#

为三角形梁的重力刚度%

若要求频率相对误差
$

小于限定值#则有

$

\

#

U

]

#

F

#

F

\

!

-

U%

^

&1

A%

"*!

-

F%

^

&1

A%槡 "

]%

%

-

U%

-槡F%

]%

%$

$

!

@

"

式中$

#

U

#

#

F

分别为梯形梁和三角形梁的自振角

频率%

当悬臂梁自由端宽度增加时#其刚度必然增加#

即刚度
-

U%

为
#

%

的单调递增函数%令
4

!

#

%

"

\

-

U%

-槡F%

#则
4

!

#

%

"为
#

%

的单调递增函数%

不等式!

@

"等价于

+

)&

!

!

#

#

]#

%

"

#

*(

%#%

!

!

#

#

]!#

%

#

^

#

#

%

#

#

]#

%

-

!!

.,

!

#

#

#

%

"")*!

)&

!

#

#

&%

!

",

%

#

%

%̂

$

$

即

+!

#

#

]#

%

"

!

*(

#

#

!!

#

#

]!#

%

"!

#

#

]#

%

"

^

!!

##

#

%

.,

!

#

#

#

%

""),

%

#

%

%̂

$

$

!

%$

"

令
#

#

#

%

\$

#

$

&

(

%

#

^

_

)#

%^

$

$

\5

#式!

%$

"等

价于

!

$]%

"

!

$

(!

$]!

"!

$]%

"

#̂.,

!

$槡 ")

%

5

!

%%

"

因为
$

为
#

%

的单调递减函数#

4

!

#

%

"为
#

%

的

单调递增函数#则
4

!

$

"为
$

的单调递减函数%

令方程式!

%%

"的解为
$

$

#则

!

$]%

"

!

$

(!

$]!

"!

$]%

"

#̂.,

!

$槡 ")

\5

!

%#

"

由单调性可知#当
$

'

$

$时#不等式!

%%

"成立%

化简方程式!

%#

"得

!

5

#

]%

"

$

!

^

!

!]"5

#

"

$

#

^

!

!5

#

]!

"

$^

!!

#5

#

$.,

!

$

"

]%\$

!

%!

"

若令误差限定值为工程精度#即
$

$

\AK

#解得

$

$

\

#

#

#

%

\'<@$'#

即
#

%

%

%#<&AK#

#

时#可以保证梯形梁与三角形梁

的频率相对误差小于
AK

%

#<#<#

梯形梁的频率计算公式

由第
#<#<%

节可知#当
#

%

%

%#<&AK#

#

且满足

构造要求时#可使用三角形梁的频率计算公式确定

梁的参数#且频率相对误差小于
AK

%当上述公式

不能满足要求时#则需要使用梯形梁频率的精确公

式确定梁的参数#即

"

&

#

4

#

(%

!

^

&1

A

%

#

^)&

!

!

#

#

]#

%

"

#

*

!

+

%#

(

#

#

]!#

%

#

^

#

#

%

#

#

]#

%

.,

!

#

#

#

%

"),

\$

!

%"

"

HEI

强度要求

悬臂梁所受最大应力
%

B-S

应满足
%

B-S

%

(

%

)#(

%

)

为等强度悬臂梁的容许应力%设悬臂板梁摆动的振

幅为
6

#则惯性力
!\6(

!

#

&

4

"

#

%

FGH

在工作状

"
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态下的最大应力发生在固定端#其大小由质量块运

动引起的惯性力和质量块的重力共同决定#即

%

B-S

\

!%

*

!

%

"

&

#

^

(

3

&#

#

\

&!%

#

#

&

#

^

(

3

&#

#

%

(

%

) !

%A

"

式中$

*

!

%

"为
$\%

处等强度悬臂梁的惯性矩#

*

!

%

"

\

%

%#

#

#

&

!

%

HEL

构造要求

FGH

安装在结构上其梁长
%

和固定端宽度

#

#

受结构尺寸以及安装空间的限制&自由端宽度

#

%

受悬挂质量单元所需要的螺栓个数'尺寸的限

制&板厚
&

受到标准钢板尺寸以及施工难度的限制%

HEM

参数设计方法

由方程式!

%"

"可知#梯形梁需要同时确定的设

计参数包括梁长
%

'板的厚度
&

'固定端宽度
#

%

'自

由端宽度
#

#

四个参数%在满足设计要求的条件下

分别对
&

#

#

%

#

#

#

#

%

取值#求得梯形梁的频率#将其

与设计频率比较#小于误差的设计参数序列即可

使用%

HEP

工程示例

某悬索桥的某阶人致横向振动频率
4

\%<!@

MC

#欲使用板式电涡流
FGH

抑制其振动%此桥主

梁为边主梁#是包含
#

道纵梁和若干横梁的梁格体

系#

FGH

放置在两纵梁之间的梁格中#受横梁间隔

尺寸限制#等强度悬臂梁的固定端宽度范围为
$<"

B

%

#

#

%

$<& B

&受施工限制#梁的板厚范围为

$<$$&B

%

&

%

$<$%B

#梁长范围为
$<$&B

%

%

%

%<%

B

&等强度悬臂梁自由端需悬挂
"$$[

:

的质量块#

受螺丝尺寸与间距限制#

$<%B

%

#

%

%

#

#

%设悬臂

板梁摆动的振幅
6\$<$&B

#(

%

)

\!$$GX-

%使用

程序计算出符合
!

个要求的等强度悬臂梁参数序列

并随机选取
&

组数据#见表
%

%

表
D

设计频率
!

QDEIRSK

时的部分参数组合

!&?ED >&3(.&+>&3&=5(53:/=?.*&(./*-A95*

#5-.

8

*435

6

25*'

,!

QDEIRSK

序号
&

*

B

#

%

*

B #

#

*

B

%

*

B

% $<$$' $<%' $<&$ $<'

# $<$$' $<#! $<A' $<'

! $<$$' $<!! $<A! $<'

" $<$$E $<%$ $<"% $<'

A $<$$E $<## $<&$ $<E

& $<$$E $<!! $<AA $<E

HET

仿真校核

用大型仿真软件
0=IJI

进行悬臂板梁模态与

应力的仿真校核%梯形梁尺寸如表
%

所示%梁采用

I25..&!

壳单元#质量块采用
G-YY#%

质量单元#悬

臂梁固定端约束
&

个自由度#质量单元节点与壳单

元节点采用
1

Z

命令进行铰接#有限元建模如图
&

所

示#有限元计算频率和应力分别如图
'

和图
E

所示%

图
P

悬臂梁的有限元模型

4.

8

EP 4.*.(5$+5=5*("/B5+/0:&*(.+5;53<5&=

图
T

悬臂梁模型计算频率

4.

8

ET :&+'2+&(5B435

6

25*'

,

/0:&*(.+5;53<5&= "/B5+

图
U

悬臂梁模型计算应力"单位!

>&

#

4.

8

EU :&+'2+&(5B7(35--/0:&*(.+5;53

<5&= "/B5+

"

V*.(

!

>&

#

0=IJI

的计算结果与误差如表
#

所示#结果

表明经由
G0FU0W

程序计算出的参数与有限元仿

真的结果差异很小#此程序可以用于工程实际%

I

结 语

!

%

"给出了梯形梁与三角形梁在只有自由端宽

度不相同时两者频率相对误差的计算公式#并根据

此公式确定了在工程精度下可以使用三角形梁频率

公式确定梁参数时梁自由端宽度的取值范围%

A

第
"

期
!!!!!!!!

陈政清!等%

FGH

等强度悬臂梁实际应用时的频率精确分析



表
H )17W7

仿真结果

!&?EH )17W77.=2+&(./*X5-2+(-

序号 频率*
MC

最大应力*
GX-

频率相对误差*
K

% %<"##@ #AA #<!&&@$&

# %<"#A% #&E #<A#A%E$

! %<"!$A #E" #<@%!&&@

" %<"!$E #@E #<@!A#A#

A %<"#&' #!% #<&"$#EE

& %<"#E% #"E #<'"%$$'

!!

!

#

"给出了用于实际
FGH

梯形悬臂梁的频率

精确计算公式#并用
G0FU0W

程序确定了梁参数#

对工程实际具有很好的指导意义%

!

!

"研究了梯形等强度悬臂梁频率的精确计算

公式#但在实际中等强度悬臂梁还有其他的变形形

式#如三角形等强度悬臂梁自由端加宽为矩形形式#

其频率的精确计算公式和参数设计程序还有待

研究%

!

"

"推导的三角形悬臂梁与梯形悬臂梁在频率

相对误差小于限定值时自由端宽度的取值范围偏保

守#还可以进一步深入研究%
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