
第
!!

卷
!

第
"

期

#$%"

年
%%

月

建筑科学与工程学报

&'()*+,'-.)/0123/2()3+*45161,7*

8

1*33)1*

8

9',:!!

!

;':"

;'6:#$%"

文章编号!

%"<!=#$>?

!

#$%"

"

$"=$%%!=$<

收稿日期!

#$%"=$@=%>

基金项目!广州市科技计划项目!

#$%"$>$#$$<%

"

作者简介!刘树堂!

%?@?=

"$男$辽宁锦州人$教授$工学硕士$

7=M+1,

#

,

f

((20

"

%"!:/'M

%

曲杆单元铰接单层网壳弹塑性后屈曲分析

刘树堂#朱文正
!广州大学 土木工程学院$广东 广州

!

@%$$$"

"

摘要!基于曲杆单元应力
=

弦长关系和矩阵微分理论#推导出曲杆单元在弹性与弹塑性状态下的切

线刚度矩阵精确公式%研究构件取理想弹塑性材料#结构支座取固定铰支座和可动铰支座
#

种约

束情况#考虑构件具有初弯曲#采用曲杆单元切线刚度矩阵和广义位移控制法#取结构自重为参考

荷载#对节点铰接的
eA

大跨单层网壳结构进行弹塑性后屈曲分析%结果表明*曲杆单元切线刚度

矩阵公式精确性很高#可有效用于大型铰接单层网壳弹塑性后屈曲分析%

关键词!曲杆单元+切线刚度矩阵+单层网壳+后屈曲分析+弹塑性屈曲+广义位移控制法
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单层网壳结构力学性能好&重量轻&造型优美$

在大型体育场馆屋盖结构中得到广泛应用%从
#$

世纪
"$

年代以来$关于单层网壳结构稳定性及极限

荷载的研究一直备受关注$已开展了大量理论与试

验研究%单层网壳结构矢跨比较小$构件长细比较

大$在垂直荷载作用下结构几何非线性特别显著$往

往在构件还没有屈服时结构就发生失稳破坏%目前

在单层网壳结构极限荷载分析中$构件力学特性常

用直杆单元来模拟$因为直杆单元的应力
=

应变关系

简单$易于完成结构极限荷载分析%然而$实际构件



并非直杆$其在轧制&加工制作&运输和安装等机械

作用过程中已产生微小初弯曲$基于直杆单元的结

构极限荷载分析忽略了构件初弯曲对极限荷载降低

的影响%研究表明$构件初弯曲虽小$但对构件的受

压刚度及极限压应力影响较大$特别是对于长细比

较大的构件%

为了考虑构件弯曲效应对结构稳定性及极限荷

载的影响$研究者们对于构件弯曲效应提出了各种

应力
=

应变本构关系模型%

L+*

8

等/

%

0基于矩形截面

构件$假设构件两端铰接和构件受压时的轴线方程

为正弦半波函数$根据构件中点截面轴向应力及应

变与横向挠度的关系得到了矩形截面构件受压弯曲

时轴向应力
=

变形关系$并基于构件纯弯受力状态$

建立了构件卸压再拉状态的轴向应力
=

变形关系%

T13X

等/

#

0基于曲杆轴线为正弦半波函数$建立了弹

性状态曲杆轴向变形
*

与杆中点挠度
#

的关系$得

到了弹性状态曲杆轴压力
$

与
*

的关系式%在塑

性受压状态$假设曲杆中点突然弯折而形成塑性铰$

得到塑性状态曲杆轴压力
$

与
*

的关系式%

B1,,

等/

!

0基于应力
=

应变关系的经验方程提出了曲杆单

元经验本构关系$弹性状态为斜直线$弹塑性状态为

水平线$屈曲后状态为曲线$该模型可用于结构后屈

曲分析$通过调整参数可考虑各种长细比构件的弯

曲效应%

50+*

等/

>

0假设构件轴线初弯曲形状为正

弦半波函数$由截面力矩平衡微分方程推导出了梁
=

柱单元杆端力
=

杆端位移本构关系模型$按照结构总

势能函数二阶变分导出了初弯曲梁
=

柱单元的切线

刚度矩阵%李国强等/

@

0对于梁单元假设轴线为正弦

半波函数$并考虑轴力&剪切变形&初弯曲和弓形效

应的影响$建立了梁单元应力
=

应变本构关系%吴香

国等/

"

0基于对
G0+*,3

N

模型的改进$推导了不完善

轴心受压构件轴压力
=

中点挠度的函数关系%范峰

等/

<=A

0基于多段梁法模拟曲杆单元$通过一致缺陷模

态法引入构件初弯曲$采用
.;GLG

软件研究网壳

结构的弹塑性与稳定性%周臻等/

?

0假设曲杆轴线为

正弦半波函数和基于杆件中点截面力矩平衡微分方

程$建立了曲杆单元轴向应力
=

应变本构关系$并采

用轴力对轴向位移的导数建立了曲杆单元的切线刚

度矩阵%同时对于梁单元考虑弯矩扭矩一阶效应&

轴力二阶效应及梁单元大变形小应变$忽略剪切变

形和翘曲影响$建立了梁单元杆端力
=

杆端位移本构

关系$并通过矩阵微分方法建立了梁单元切线刚度

矩阵%刘树堂等/

%$

0基于曲杆轴线为正弦半波函数

和零态弧长不变原理$得到了曲杆中点挠度
=

弦长关

系$根据曲杆中点截面力矩平衡微分方程和塑性铰

方程$建立了曲杆弹性受压&弹塑性受压&塑性铰受

压&受压卸载&弹性受拉&塑性铰受拉及受拉卸载等

受力状态的应力
=

弦长本构关系%

在结构弹塑性屈曲分析中$荷载
=

位移平衡路径

需要由单元切线刚度矩阵来预测$单元切线刚度矩

阵的精确与否对于有效完成结构弹塑性屈曲分析起

着关键性作用$特别是对于非线性很强的结构系

统/

%%

0

%目前$建立单元切线刚度矩阵的方法主要有

势能变分法和矩阵微分法$势能变分法应用较

多/

%#=%!

0

$矩阵微分法应用较少%尽管势能变分法应

用较多$但却存在着明显不足$采用势能变分法建立

单元切线刚度矩阵需要略去式中一些高阶项$导致

切线刚度矩阵精确度降低$以至于不能完成强非线

性的屈曲后阶段预测%然而$采用矩阵微分法建立

单元切线刚度矩阵无需忽略任何高阶项$所得到的

单元切线刚度矩阵公式即是精确的$它能够有效完

成强非线性的屈曲后阶段预测任务/

%>=%@

0

%对于直杆

单元$基于矩阵微分法已成功建立了单元切线刚度

矩阵公式/

%>

0

$并应用于直杆单元结构弹塑性后屈曲

分析%对于曲杆单元$其单元切线刚度矩阵建立方

法还未见报道%

为了有效完成曲杆单元铰接单层网壳弹塑性后

屈曲分析$本文基于文献/

%$

0曲杆单元应力
=

应变本

构关系模型$采用矩阵微分法建立曲杆单元各种受

力状态下的单元切线刚度矩阵%利用本文曲杆单元

切线刚度矩阵$基于广义位移控制法!

HQ5

"

/
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0

$对

跨度为
">:A""M

的
eA

铰接单层网壳结构进行弹

塑性后屈曲分析%

!

曲杆单元受力阶段及其应力
M

应变

曲线

!!

当曲杆经历受压
0

卸压
0

受拉
0

卸拉受力过程

时$曲杆平均应力
=

弦线应变曲线如图
%

所示$其中$

9>

为弹性受压阶段$

>=

为弹塑性受压阶段$

=?

为

塑性铰受压阶段$

?K

为卸压再拉阶段$

K&

为塑性

铰受拉阶段$

&1

为屈服受拉阶段$

1B

为卸拉阶段%

对于曲杆单元$当曲杆经历受拉
0

卸拉
0

受压
0

卸

压受力过程时$曲杆平均应力
=

弦线应变曲线如图
#

所示$其中$

S

6

为弹性受拉阶段$

6N

为塑性铰受拉

阶段$

N

3

为屈服受拉阶段$

3T

为卸拉再压阶段$

T"

为

弹塑性受压阶段$

"U

为塑性铰受压阶段$

UP

为卸压

阶段%

在弹性受拉和弹性受压阶段$曲杆材料处于弹

>%%
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图
!

曲杆平均应力
M

弦线应变曲线"从受压开始加载#
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图
"

曲杆平均应力
M

弦线应变曲线"从受拉开始加载#

53

@

#" G4/.6

@

/AC./22M?0+.:AC.631*8.4/;+.

*8.4/:=/4/.

"

=+6:31

@

;.+,D/123+1

#

性状态$该阶段的极限状态为曲杆中点截面较大受

拉边缘或较大受压边缘达到屈服应力%在塑性铰受

拉&塑性铰受压阶段$曲杆中点截面形成了塑性铰$

该截面弯矩始终等于塑性铰弯矩%卸压再拉阶段是

指曲杆从弹塑性受压或塑性铰受压状态卸载到零

态$再从零态受拉达到曲杆中点截面较大受拉边缘

屈服的受力阶段%卸拉再压阶段是指曲杆从塑性铰

受拉或屈服受拉状态卸载到零态$再从零态受压达

到曲杆中点截面较大受压边缘屈服的受力阶段%在

卸压再拉和卸拉再压阶段$曲杆材料处于弹性状态%

曲杆经历弹塑性受压阶段&塑性铰受拉&受压阶段

时$曲杆零态弦长
(

$

和中点挠度
#

$

均发生很大改

变$但零态弧长
T

$

不变%在屈服受拉阶段$曲杆应

力始终等于材料屈服应力$但其零态弧长
T

$

产生塑

性伸长%

"

曲杆单元应力
M

弦长关系式

曲杆单元在各受力阶段的应力
=

弦长关系式推

导过程详见文献/

%$

0%为分析过程的完备性$下面

给出曲杆单元应力
=

弦长关系式%

"#!

弹性受拉和弹性受压阶段的曲杆单元应力
M

弦

长关系式

在弹性受拉和弹性受压阶段$曲杆单元应力
=

弦

长关系式为
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式中#

)

为曲杆轴向平均应力!拉为正$压为负")

(

为

曲杆受力状态下的弦长)

&

为弹性模量)

>

$

H

分别为

单元截面面积和惯性矩%

"#"

弹塑性受压阶段的曲杆单元应力
M

弦长关系式

在弹塑性受压阶段$曲杆单元压应力
=

弦长关系

式为

)

!

C

!

&R#

!

R

&T

$

(

C

&

#

#
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%

(

#

"
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(
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(

#

"

)

C&

!

#

R

&T

$

!

#

(

C

&

#

#

N

#

#

$

%

(

#

a$

!

a

#

N

R

)

.

!

#

N

R

)

.

"

%

#

&H

.!

>(

#

$

,

-

.

"

!

#

"

式中#

#

N

为单元屈服应力)

)

.

为弹性受压极限状态

下的压应力%

"#$

塑性铰受拉和塑性铰受压阶段的曲杆单元应

力
M

弦长关系式

在塑性铰受拉和塑性铰受压阶段$曲杆单元应

力
=

弦长关系式为

)

!

C&

!

T

$

(

R%

"

)

#

R

&

%

(

#

!

0

>

"

#

a$

!

!

"

式中#

0

为塑性铰受拉或受压状态下曲杆中点截面

的塑性铰弯矩%

"#%

屈服受拉阶段的曲杆单元应力
M

弦长关系式

在屈服受拉阶段$当曲杆轴向拉应力达到材料

屈服应力
#

N

后保持不变$但应变继续增加$曲杆零

态弧长产生塑性伸长%此阶段曲杆单元拉应力
=

弦

长关系式为

)

a

#

N

!

>

"

"#&

卸压再拉和卸拉再压阶段的曲杆单元应力
M

弦

长关系式

在卸压再拉阶段或卸拉再压阶段$材料为弹性$

曲杆单元应力
=

弦长关系遵循式!

%

"$但式!

%

"中曲杆

零态参数
#

$

与
(

$

应采用卸压再拉阶段或卸拉再压

阶段的相应值$因为在此前阶段曲杆发生弯曲塑性

变形导致零态参数
#

$

与
(

$

发生变化$但在进入卸压

再拉阶段或卸拉再压阶段之后$曲杆零态弧长
T

$

没

有变化%卸压再拉阶段或卸拉再压阶段的零态参数

#

$

与
(

$

确定方法如下#设在卸压或卸拉的开始点曲

@%%

第
"
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杆的应力与弦长分别为
)

5

与
(

5

!二者为已知"$将
)

5

和
(

5

代入弹性受拉与受压阶段的应力
=

弦长关系式

!

%

"中$整理后得到以
#

$

与
(

$

为未知量的方程式

#

!

#

$

$

(

$

"

a$

)通过对正弦半波函数积分可求得曲杆

零态弧长公式为
(

$

C

%#

#

$

.

(

$

aT

$

)联立求解这
#

个方

程即可求出该卸载阶段的零态参数
#

$

与
(

$

%

$

曲杆单元切线刚度矩阵

曲杆单元在不同受力阶段的应力
=

应变关系为

式!

%

"

!

!

>

"$其单元切线刚度矩阵则应基于这些关

系式来导出%对于直杆单元$文献/

%>

0基于矩阵微

分法建立了单元切线刚度矩阵%与直杆单元不同$

曲杆单元的应力
=

应变关系不能写出应力
=

位移的简

单关系式$需要利用矩阵微分复合求导运算法则%

$#!

曲杆杆端力对杆端位移的导数

结构受力前后杆端位移如图
!

所示$曲杆单元

杆端产生的微小位移
%

a

!
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%

$

-

#

$

-

!

$

-
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$

-
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D

%图

!

中$虚线为单元产生位移前的弦线位置$实线为单

元产生位移后的弦线位置$

1

%

!

1

"

为杆端力%

图
$

结构受力前后杆端位移
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设曲杆单元在产生杆端位移
%

之前其弦线方向

向量为
-

$

$在产生杆端位移
%

后$其弦线方向向量

-

!

%

"可写为

-

!

%

"

a-

$

C

/

R.

!

.

0

%

!

@

"

式中#

.

为
!

阶单位矩阵%

曲杆单元产生杆端位移
%

后$其弦线长度
(

!

%

"

可由方向向量
-

!

%

"的点积求出$即

(

!

%

"

a -

!

%

"

D

-

!

%槡 " !

"

"

设在当前荷载增量步上曲杆单元的轴向应力为

)

!

%

"$则曲杆单元在结构坐标系下的杆端力向量

!

!

%

"为

!

!

%

"
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%
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"
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"

!

<

"

按照矩阵微分原理$由式!

<

"求杆端力向量

!

!

%

"关于杆端位移向量
%

的导数$即

4!

!
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与直杆单元不同$曲杆单元的应力
=

应变关系是

由多段应力
=

弦长非线性方程构成$应力
)

!

%

"与杆端

位移
%

的关系不是显函数$因此需要根据
)

!

%

"具体

关系式通过矩阵微分复合求导法则求出4

)

!

%

"

4

%

%

$#"

曲杆应力对杆端位移的导数

在弹性受拉与弹性受压阶段$曲杆单元应力
=

弦

长关系式相同/式!

%

"0$

)

与
(

为
%

的函数$即
)

a

)

!

%

"$
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"%由式!

%

"求
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关于
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在弹塑性受压阶段$曲杆应力
=

弦长关系式为式

!

#

"$

)

与
(

为
%

的函数$即
)

a

)
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(a(
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在塑性铰受拉与塑性铰受压阶段$曲杆单元应

力
=

弦长关系式相同/式!

!

"0$

)

与
(

为
%

的函数$即

)

a

)

!

%

"$

(a(

!

%

"%同理$由式!

!

"求
)

关于
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数$即
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"

在屈服受拉阶段$曲杆单元应力
=

弦长关系式为

式!

>

"%由式!

>

"求
)

关于
%

的导数$即

4

)

4

%

a$

!

%#

"

在卸压再拉和卸拉再压阶段$材料为弹性状态$

曲杆单元应力
=

弦长关系式遵循式!

%

"$故单元应力

对杆端位移的导数表达式与式!

?

"相同%
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$#$

其他项对杆端位移的导数

在式!

A

"

!

!
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"中$涉及到与曲杆方向向量及长

度相关项对杆端位移的求导%这些项求导结果如下
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曲杆单元切线刚度矩阵

在各项求导结果中包含曲杆的方向向量
-

!

%

"&

弦长
(

!

%

"和应力
)

!

%

"$它们是曲杆杆端产生位移
%

后的方向向量&弦长和应力%令
%

aK

$这些量将成

为杆端产生位移前的相应值$即
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式中#

A

$

为在荷载增量步开始点处曲杆的弦长%

将式!

%"

"代入式!

?

"

!

!

%@

"$然后再代入式!

A

"$

则可得到曲杆单元各受力阶段的单元切线刚度

矩阵%

%

算例分析

本文算例为一
eA

单层网壳结构$如图
>

所示$

图
>

!

+

"中数字为节点编号$跨度为
">:A""M

$矢高

为
?:?%"M

$节点数为
%"?

$单元数为
>@"

%结构相

邻环向构件水平投影间距相等%构件为无缝热轧钢

管$钢材为
c!>@

$弹性模量为
#:$"d%$

A

FK+

%构

件截面规格按实际荷载工况通过结构尺寸优化设计

确定%

%

!

"

环!从中心向外编号"的径向构件为

;

#>@d<

$

%

!

@

环的环向构件为
;

%A$d"

$第
"

环!最

外环"环向构件为
;

#A#d<:@

%构件最大和最小长

细比分别为
A<:A!"

和
>!:"<?

%网壳曲面受均布垂

直荷载作用$分布荷载幅值取
%!@$K+

%考虑杆件

连接点为铰节点$网壳周边支座节点分别为固定铰

支座和可动铰支座
#

种情况$网壳构件具有初弯曲%

采用本文曲杆单元切线刚度矩阵$基于广义位移控

制法!

HQ5

"

/

%%

0

$对该
eA

单层网壳进行弹塑性后屈

曲分析%

结构支座为固定铰支座时$对构件初弯曲为

%

.

%$$$

!

%

.

%$$

各种情况进行分析$绘制出荷载因

图
% H)

单层网壳"单位!

,

#
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#% H)A31

@

7/M76

I

/.A0/77

"

R13C

!

,

#

子
=

节点垂直位移曲线$如图
@

所示%为了进行对

比$将直杆情况!无初弯曲"下的荷载因子
=

节点垂直

位移曲线也绘于图
@

中%由图
@

可以看出$构件初

弯曲越大$结构极限荷载越小$结构达到极限荷载时

节点!

?<

号"垂直位移约为
%$$MM

%

图
&

荷载因子
M

节点垂直位移曲线"支座为固定铰#

53

@

#& =+6:56?C+.M1+:/Y/.C3?67L32

-

76?/,/1C

*8.4/2

"

53S/:\31

@
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+.C

#

结构支座为可动铰支座时$对构件初弯曲为

%

.

%$$$

!

%

.

%$$

各种情况进行分析$绘制出荷载因

子
=

节点垂直位移曲线$如图
"

所示%由图
"

可以看

出$构件初弯曲越大$结构极限荷载越低$结构达到

极限荷载时节点!

?<

号"垂直位移约为
%<$MM

%

由图
@

$

"

还可以看出$荷载
=

位移平衡路径具有

很长后屈曲段%这说明本文曲杆单元切线刚度矩阵

具有较高精度$这对于有效完成大型铰接单层网壳
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图
'

荷载因子
M

节点垂直位移曲线"支座为可动铰#
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-
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"

9+46E7/\31
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+.C

#

弹塑性后屈曲分析具有重要意义%

为了考察构件初弯曲对结构极限荷载的影响程

度$绘制出结构极限荷载因子
=

构件初弯曲曲线$如

图
<

所示%由图
<

可以看出$当结构支座为可动铰

支座时$结构极限荷载显著降低$比固定铰支座情况

降低约
>"b

%这说明结构支座刚度变化对单层网

壳结构极限荷载的影响比较大%为提高单层网壳结

构极限荷载$可从两方面采取措施#

)

提高单层网壳

结构的支座刚度和下部支承结构的水平刚度)

*

提

高最外环环向构件的抗拉刚度%

图
(

极限荷载因子
M

初弯曲系数曲线

53

@

#( R7C3,6C/=+6:56?C+.M313C367

N/1:31

@

*+/;;3?3/1C*8.4/2

由图
<

还可以看出#构件初弯曲越大$结构极限

荷载越低)构件初弯曲对固定铰支座结构极限荷载

影响较大$对可动铰支座结构极限荷载影响较小%

本文算例分析耗时为
#$<Z

$说明本文方法求解

速度比较快%

&

结 语

!

%

"基于矩阵微分法建立曲杆单元切线刚度矩

阵无需忽略任何高阶项$本文曲杆单元切线刚度矩

阵公式是精确的%

!

#

"铰接单层网壳构件初弯曲越大$结构极限荷

载越小%

!

!

"支座刚度对铰接单层网壳结构极限荷载影

响很大%构件初弯曲对固定铰支座结构极限荷载影

响较大$对可动铰支座结构极限荷载影响较小%

!

>

"本文曲杆单元切线刚度矩阵可有效完成大

型铰接单层网壳弹塑性后屈曲分析%
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'空间结构(是由国家教育部主管&浙江大学主办的全国性专业科技期刊$

%??>

年创刊$面向国内外

公开发行$目前是'中文核心期刊要目总览(核心期刊$中国科学引文数据库!

5G5Q

"来源期刊%'空间

结构(主要刊载空间结构的理论研究&分析设计&试验与实测&建筑造型&施工工艺&管理经验&工程实例&

信息报道及有特色的空间结构工程照片等方面的内容%读者对象为科研单位&设计院&生产施工单位&

质检管理部门的科技人员及大专院校师生%

'空间结构(为季刊$大
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月起征订下一年

度广告%'空间结构(自办发行$请直接汇款至本编辑部订阅$发行组收到汇款后即寄发票并按期寄给订

户%订购款按以下方式汇寄#

银行汇款!
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账
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户!浙江大学!空间结构"杂志编辑部
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账
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号!
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!!

-务请在汇款用途栏内注明订购!空间结构"份数及年限)
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址!杭州玉泉浙江大学空间结构研究中心!空间结构"杂志编辑部
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