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基于拟力法的框架结构静力弹塑性分析
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摘要：针对拟力法仅在刚性连接钢框架中应用的现状，根据钢筋混凝土框架以及半刚性连接钢框架

的受力特点，并基于拟力法的基本假定与思路，得出了钢筋混凝土结构中塑性铰和半刚性连接钢框

架中连接的弯矩相对转角关系，从而推导并获得了拟力法在框架结构静力弹塑性分析中的通用公

式。通过与有限元理论计算结果的比较，表明基于拟力法的框架结构静力弹塑性分析方法在应用

于各类框架结构时都有着较高的精度，从而为将基于拟力法的动力弹塑性分析包括地震能量分析

拓展到钢筋混凝土框架结构以及半刚性连接钢框架结构中奠定了基础。
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０ 引　言

Ｗｏｎｇ等于１９９９年提出了拟力法（ＦｏｒｃｅＡｎａｌ

ｏｇｙＭｅｔｈｏｄ）的基本概念并将其应用于钢框架结构

的弹塑性分析当中，其基本假定是：结构在进入弹塑

性状态后，塑性变形只发生在构件的某些集中区域



（结构的其他部分保持弹性），这些弹塑性区域的性

能可以用塑性铰来描述，而结构的塑性位移正是由

于这些塑性铰的转动所引起的。拟力法的核心步骤

是将塑性铰等效为作用有弯矩的理想铰。本文中对

拟力法的求解领域进行了扩展，将其应用于钢筋混

凝土框架和半刚性连接钢框架的弹塑性分析当中。

１ 公式推导

拟力法中对各变量正方向规定如下：力与位移

以向右（水平方向）和向下（垂直方向）为正；转角以

顺时针方向旋转为正；弯矩以逆时针方向旋转为正。

在以下讨论中，刚性连接钢框架和钢筋混凝土框架

统称刚接框架，半刚性连接钢框架简称半刚接框架。

以一单跨梁为例说明基本方程的推导过程。图

１为一单跨超静定梁，跨中在集中力犉（狋）的作用下

发生狓（狋）大小的位移，梁左端发生屈服形成塑性铰

（根据拟力法的基本假定，梁的其他部分保持弹性），

对于刚接梁来说，梁左端的相对转动量θ（狋）为塑性

铰的转动量，对半刚接梁而言，θ（狋）等于连接处弹性

转角与塑性转角之和，梁端相应的弯矩为犕（狋），此

时梁的状态可以按如图１所示的方式进行等效。

图１ 单跨梁的等效

犉犻犵．１ 犈狇狌犻狏犪犾犲狀狋狅犳犛犻狀犵犾犲犛狆犪狀犅犲犪犿

根据叠加原理，图１中的等效状态又可以分解

为图２中的转角状态与位移状态的叠加，转角状态

下链杆的约束反力为犉θ（狋），位移状态下梁的固端

弯矩为犕狓（狋），则有

　　　犉（狋）＝犉θ（狋）＋犉狓（狋） （１）

　　　犕（狋）＝犕θ（狋）＋犕狓（狋） （２）

定义犓１、犓２、犓３、犓 四个刚度。

转角刚度犓１：转角状态下，左端铰发生单位转

动所需弯矩

　　　　　犕θ（狋）＝犓１θ（狋） （３）

转角反力刚度犓２：转角状态下，左端铰发生单

位转动时链杆的约束反力

　　　　　犉θ（狋）＝犓２θ（狋） （４）

位移反力刚度犓３：位移状态下，跨中发生单位

位移时梁左端的弯矩

　　　　　犕狓（狋）＝犓３狓（狋） （５）

位移刚度犓：位移状态下，跨中发生单位位移

所需集中力

　　　　　犉狓（狋）＝犓狓（狋） （６）

图２ 拟力法在单跨梁中的应用
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　　将式（３）～（６）分别代入式（１）、（２），得

　　　犉（狋）＝犓狓（狋）＋犓２θ（狋） （７）

　　　犕（狋）＝犓３狓（狋）＋犓１θ（狋） （８）

式（７）、（８）可写为

　　　
犉（狋）

犕（狋［ ］）＝
犓

犓３

犓２

犓［ ］
１

狓（狋）

θ（狋［ ］） （９）

显然，当梁的材料一定时，式（９）中的４个刚度

值是定值（与梁端是否屈服无关）。

当犉已知时，式（９）无法求得狓、犕 和θ三个未

知数，因此须补充一个方程

　　　　　犕（狋）～θ（狋） （１０）

式（１０）为梁左端塑性铰的弯矩与相对转角之间

的滞回关系，若取两折线关系，其形式如图３所示。

联立式（９）、（１０），可以已知外力犉求出相应的

位移狓、弯矩犕 和相对转角θ；或已知位移狓求出相

应外力犉 以及弯矩犕、相对转角θ。式（９）、（１０）就

是拟力法的核心表达式，梁的材料以及梁左端的连

接状态并不影响表达式的形式。

２ 在框架结构中的应用

在框架结构的每一个集中力作用处定义一个与

集中力方向相同的位移自由度，在框架结构每一个
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图３ 梁左端塑性铰的弯矩相对转角关系
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可能出现相对转动以及需要获知弯矩值的位置定义

一个相对转角自由度，并有

犉（狋）＝（犉１（狋），犉２（狋），…，犉狀（狋））
Ｔ

犡（狋）＝（狓１（狋），狓２（狋），…，狓狀（狋））
Ｔ

犕（狋）＝（犕１（狋），犕２（狋），…，犕犿（狋））
Ｔ

θ（狋）＝（θ１（狋），θ２（狋），…，θ犿（狋））
Ｔ

式中：狀为结构的位移自由度数；犿为结构的相对转

角自由度数。按前述的思路同样可以获得应用于框

架结构分析中的基本公式，但公式中的力、位移、弯

矩、相对转角以及刚度将不再是数，而是矩阵，但它

们的物理意义仍然相同，各刚度矩阵的意义如下［１］

（位移状态为各相对转角自由度处不发生相对转动；

转角状态为各位移自由度处不发生位移）：

犓１ 为犿×犿 阶矩阵。元素犽１，犻犼为框架在转角

状态下，第犼个相对转角自由度发生单位转动（其余

相对转角自由度不发生转动）时，第犻个相对转角自

由度处的弯矩。

犓２ 为狀×犿阶矩阵。元素犽２，犻犼为框架在转角状

态下，第犼个相对转角自由度发生单位转动（其余相

对转角自由度不发生转动）时，第犻个位移自由度处

链杆的约束反力。

犓３ 为犿×狀阶矩阵。元素犽３，犻犼为框架在位移状

态下，第犼个位移自由度处发生单位位移（其余位移

自由度不发生位移）时，第犻个相对转角自由度处的

弯矩。

犓为狀×狀阶矩阵。元素犽犻犼为框架在位移状态下，

第犼个位移自由度发生单位位移（其余位移自由度不

发生位移）时，在第犻个位移自由度处施加的水平力。

　　　犉（狋）＝犓犡（狋）＋犓２θ（狋） （１１）

　　　犕（狋）＝犓３犡（狋）＋犓１θ（狋） （１２）

　　　
犉（狋）

犕（狋［ ］）＝
犓

犓３

犓２

犓［ ］
１

犡（狋）

θ（狋［ ］） （１３）

根据功的互等定理可知

　　　　　犓２＝－犓
Ｔ
３ （１４）

式（１３）可写为

　　　
犉（狋）

犕（狋［ ］）＝
犓

犓３

－犓Ｔ３

犓［ ］
１

犡（狋）

θ（狋［ ］） （１５）

补充犿个弯矩相对转角关系

　　　　　犕（狋）～θ（狋） （１６）

联立式（１５）、（１６）（２犿＋狀个方程），则可根据

外力犉求出相对应的位移犡、弯矩犕 和相对转角θ

（２犿＋狀个未知数），或根据位移犡求出相对应的外

力犉、弯矩犕、相对转角θ。

式（１５）、（１６）是拟力法应用于框架结构的通用

表达式，式（１５）中的分块刚度矩阵在分析过程中为

常值，与结构是否进入弹塑性状态无关，结构的弹塑

性性能完全由式（１６）来体现，即结构的弹塑性性能

完全由各塑性铰的弹塑性性能来体现。文献［２］中

介绍了拟力法在刚性连接钢框架中的应用，以下讨

论拟力法在钢筋混凝土框架和半刚性连接钢框架的

静力弹塑性分析中的应用。

２．１ 钢筋混凝土框架

钢筋混凝土框架在进入弹塑性状态后，由于开

裂的影响，构件的抗弯刚度会小于弹性抗弯刚度，根

据文献［３］中关于曲率计算理想化的描述，在求解式

（１５）中的３个刚度矩阵时，构件的抗弯刚度可取（图４）

　　　　　犈犐＝犕ｕ／φｙ （１７）

根据文献［３］，得塑性铰的极限转动量为

　　　　　θｕ＝（φｕ－φｙ）犾ｐ （１８）

式中：犾ｐ为塑性铰的等效长度。根据图４、５的对应

关系得

图４ 理想化的弯矩

曲率关系

犉犻犵．４ 犚犲犾犪狋犻狅狀狅犳

犐犱犲犪犾犻狕犪狋犻狅狀狅犳犕狅犿犲狀狋

犪狀犱犆狌狉狏犪狋狌狉犲

图５ 塑性铰的弯矩

相对转角关系

犉犻犵．５ 犚犲犾犪狋犻狅狀狅犳犕狅犿犲狀狋

犪狀犱犚犲犾犪狋犻狏犲犚狅狋犪狋犻狅狀

犃狀犵犾犲犳狅狉犘犾犪狊狋犻犮犎犻狀犵犲

　　犽ｐ＝
犕ｕ－犕ｙ

θｕ
＝
犕ｕ－犕ｙ

（φｕ－φｙ）犾ｐ
＝
犽ｔ
犾ｐ

（１９）

塑性铰等效长度犾ｐ的求解方法有很多，具体可

见文献［４］。根据式（１７）、（１９），就可以通过构件截

面的弯矩曲率关系获得求解３个刚度矩阵所需的构

件抗弯刚度，并确定各塑性铰的弯矩相对转角关系。

算例１：一单层单跨钢筋混凝土框架，梁柱截面

的宽度和高度分别为３００、４００ｍｍ，均采用对称配
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筋，Ｃ３５混凝土，在框架顶点作用一集中力，如图６

所示。在集中力作用点定义一个水平位移自由度，

相对转角自由度数设为４，分别设在梁的两端和柱

的根部，梁柱截面弯矩曲率参数见表１。

图６ 钢筋混凝土框架（单位：犿）

犉犻犵．６ 犚犆犉狉犪犿犲（犝狀犻狋：犿）

表１ 梁柱截面的弯矩曲率参数及塑性铰等效长度

犜犪犫．１ 犕狅犿犲狀狋狏狊犆狌狉狏犪狋狌狉犲犘犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳犅犲犪犿犪狀犱

犆狅犾狌犿狀犛犲犮狋犻狅狀犪狀犱犈狇狌犻狏犪犾犲狀狋犔犲狀犵狋犺狅犳犘犾犪狊狋犻犮犎犻狀犵犲

构　件
犕ｙ／

（ｋＮ·ｍ）

φｙ／

（ｒａｄ·ｍ－１）

犕ｕ／

（ｋＮ·ｍ）

φｕ／

（ｒａｄ·ｍ－１）
犾ｐ／ｍ

梁 ８８．３４ ０．００７２ １０４．７７ ０．０６２４ ０．３６５

柱 １９６．９７ ０．００９６ ２１３．１６ ０．０３９３ ０．３６５

注：混凝土压应变为０．００３３时，认为截面达到极限状态；由于

不考虑轴力，且为对称配筋，犾ｐ＝犺０
［５］。

根据式（１７）计算梁柱的抗弯刚度，并由各刚度

矩阵定义得

犓＝（２６４６）ｋＮ·ｍ－１

犓１＝

－６５８１　 －２２０１　　３２８４　　１１００

－２２０１ －６５８６ １０９８ ３２９３

３２８４ １０９８ －１４９５１ －５４９

熿

燀

燄

燅１１００ ３２９３ －５４９ －１４９６９

ｋＮ·ｍ·ｒａｄ－１

犓３＝（－２６３３，－２６３６，３９７６，３９８２）
ＴｋＮ·ｍ·ｍ－１

根据式（１８）计算各相对转角自由度的弯矩转

角关系，卸载刚度取为无穷大。

图７为拟力法程序 ＨＲＦＡＭ 计算结果与有限

元计算程序ＩＤＡＲＣ５．５计算结果的对比，两者比较

接近，其结果见文献［３］，按式（１７）取构件的抗弯刚

度会使弹性位移偏大。

２．２ 半刚性连接钢框架

相对于钢筋混凝土框架，半刚性连接钢框架的

求解要简单很多。获得３个刚度矩阵所需的梁柱抗

弯刚度直接取其弹性抗弯刚度即可；文献［６］中总结

了各种半刚性梁柱连接形式的弯矩相对转角的滞

回关系，计算时可根据情况方便地取用。

算例２：一单层单跨钢框架，高度与跨度均为

５ｍ，在框架顶点作用一集中力，形式如图６所示，

材料参数见表２，梁与柱采用半刚性连接。

图７ 拟力法计算结果与有限元计算结果的对比１

犉犻犵．７ 犆犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀犚犲狊狌犾狋犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀１犅犲狋狑犲犲狀

犉狅狉犮犲犃狀犪犾狅犵狔犕犲狋犺狅犱犪狀犱犉犈犕

在集中力作用点定义一个水平位移自由度，相

对转角自由度数设为４，分别设在梁的两端和柱的

根部（图６），相对转角自由度１、２和３、４处的 犕θ

关系分别采用如图３所示的两折线关系，具体参数

见表３，卸载刚度取为弹性刚度犽ｅ
［７９］。

表２ 梁柱结构材料参数

犜犪犫．２ 犛狋狉狌犮狋狌狉犲犕犪狋犲狉犻犪犾犘犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳犅犲犪犿犪狀犱犆狅犾狌犿狀

构　件 弹性模量犈／ｋＰａ 截面积犃／ｍ２ 惯性矩犐／ｍ４

梁 ２．０６×１０８ ６３．６６×１０－４ １．３７×１０－４

柱 ２．０６×１０８ １２０．４０×１０－４ ２．０５×１０－４

表３ 截面各相对转角自由度处的受力性能

犜犪犫．３ 犉狅狉犮犲犱犆犪狆犪犫犻犾犻狋犻犲狊狅犳犛犲犮狋犻狅狀狊犪狋

犚犲犾犪狋犻狏犲犚狅狋犪狋犻狅狀犃狀犵犾犲犇犲犵狉犲犲狅犳犉狉犲犲犱狅犿狊

相对转角

自由度

犕ｙ／

（ｋＮ·ｍ）

犽ｅ／

（ｋＮ·ｍ·ｒａｄ－１）

犽ｐ／

（ｋＮ·ｍ·ｒａｄ－１）

１、２ ６９．９４ １２９０５ ７７９．０６

３、４ ３１２．７０ ２５３３．８０

注：相对转角自由度３、４的塑性刚度为０．０１５犈犐!犾ｐ，犾ｐ取０．２５ｍ。

根据各刚度定义可得

犓＝（５６３６）ｋＮ·ｍ－１

犓１＝

－１５６５６　 －４４２６　　７７８０　　２２１３

－４４２６ －１５６９６ ２２００ ７８４８

７７８０ ２２００ －２９１５２ －１１００

熿

燀

燄

燅２２１３ ７８４８ －１１００ －２９２６２

ｋＮ·ｍ·ｒａｄ－１

犓３＝（－６０１５，－６０３４，８０４６，８０８５）
ＴｋＮ·ｍ·ｍ－１

图８为拟力法程序 ＨＲＦＡＭ 的计算结果与有

限元程序ＩＤＡＲＣ５．５的计算结果对比，两者结果相

接近。

３ 结 语

（１）拟力法与传统的有限元方法相比
［１０１１］，在处

理弹塑性问题时由于不存在修正单元刚度矩阵和重

组结构刚度矩阵的过程，因而计算效率较高，这种优
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图８ 拟力法计算结果与有限元计算结果的对比２

犉犻犵．８ 犆犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀犚犲狊狌犾狋犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀２犅犲狋狑犲犲狀

犉狅狉犮犲犃狀犪犾狅犵狔犕犲狋犺狅犱犪狀犱犉犈犕

势在动力非线性的分析中会更加突出；同时，由于拟

力法在弹塑性分析过程中能求解各塑性铰的弯矩以

及相对转动量，因此对分析中的结构是否破坏能进

行实时监测，只要制定相应结构破坏准则（塑性铰的

极限转动量、可能的破坏机构、层间位移限值）就可

获得静力弹塑性分析中结构已经发生破坏的依据。

（２）由于拟力法是将结构的塑性变形区域考虑

为塑性铰，因而整个结构的滞回耗能将会是各塑性

铰的滞回耗能之和，因此，当拟力法与能量分析结合

时，便能有效地解决耗能分析难以进入构件层面的

问题。

（３）对拟力法的应用领域进行了扩展，获得了在

钢筋混凝土框架以及半刚性连接钢框架弹塑性分析

中应用拟力法的方法。
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