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摘要：根据交错桁架结构质量和刚度分布比较均匀的特点，构造了一个与其质量和刚度分布相近的

假想结构，并给出了假想结构各阶频率和振型的简化计算公式；基于矩阵摄动理论，给出了交错桁

架结构和假想结构之间质量、刚度、自振频率和振型之间的关系表达式及其系数的计算公式，采用

该理论对交错桁架结构自振频率、振型及地震效应进行了算例分析。结果表明：该方法避免了迭代

计算，计算工作量小，且可以计算结构的各阶自振频率和振型；用该方法计算的自振频率及振型与

精确解吻合较好；高层交错桁架结构采用底部剪力法和采用振型分解反应谱法计算的结构作用效

应相差明显。
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０ 引　言

交错桁架结构体系是一种适用于高而窄建筑的

多自由度结构体系。在利用振型分解反应谱法求解

弹性范围内动力反应的过程中，需要计算结构的多

阶自振频率和振型。对于交错桁架结构来说，通过

解频率方程得到结构的自振频率和振型过程是非常

复杂的。常用的确定结构自振频率的方法有能量

法、邓柯莱法、伽辽金法、折算质量法和矩阵迭代法

等［１２］，其中瑞雷法、邓柯莱法和折算质量法用于计

算结构的基频近似值比较有效，但不适用于计算结

构的高阶频率。瑞雷李兹法和伽辽金法虽然可以

计算结构的基频和高频，但最终还是要求解高次的

代数方程才能得出结构的自振频率。矩阵迭代法也

可以计算出结构的基频和高阶频率，但迭代计算过

程较繁琐，因此，笔者根据交错桁架结构刚度和质量

分布较为均匀的特点，在矩阵摄动理论的基础上，讨

论交错桁架结构自振频率和振型的简化计算方法。

１ 自振频率和振型近似计算方法

　　交错桁架结构的刚度和质量分布比较均匀，如

果能方便地求出与实际结构刚度和质量分布相近的

结构的自振频率和振型，就可以根据矩阵摄动理论

求出实际结构的自振频率和振型的近似值［３１０］。

图１（ａ）为简化后的交错桁架结构的串联质点

图１ 结构计算模型
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系模型，以下称之为原结

构。图１中，犽犻（犻＝１，２，

…，狀）为原结构第犻层的

剪切刚度，犿犻（犻＝１，２，…，

狀）为原结构第犻层的质

量。根据图１（ａ）构造一个

与其层数相同的假想结

构，以下称之为假想结构，

如图１（ｂ）所示。假想结构

的剪切刚度犽＝∑
狀

犻＝１

犽犻／狀，质

量犿＝∑
狀

犻＝１

犿犻／（狀－０．５），

除顶层外，其余各层的质量均为犿。假想结构的动力

方程为

犕０̈狌０＋犆０狌０＋犓０狌０ ＝－犕０犃̈狌犵 （１）

式中：犕０ 为假想结构的质量矩阵；犓０ 为假想结构的

刚度矩阵；犆０ 为假想结构的阻尼矩阵；̈狌０、狌０ 和狌０

分别为假想结构的加速度列向量、速度列向量和位

移列向量；̈狌犵 为地面运动加速度；犃为各分量均为１

的列向量。假想结构的质量矩阵和刚度矩阵分别为

犕０＝
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假想结构关于自振频率的方程为

（犓０－ω
２
０犕０）Φ０ ＝０ （４）

式中：ω０ 为假想结构的自振频率；Φ０ 为假想结构的

特征向量，Φ０＝（Φ
１
０，Φ

２
０，…，Φ

狀
０）
Ｔ。

令１－
犿
２犽
ω
２
０＝ｃｏｓφ，式（４）可表示为

２ｃｏｓφ －１

－１ ２ｃｏｓφ －１

  

－１ ２ｃｏｓφ －１

－１ ｃｏｓ

熿

燀

燄

燅φ

Φ
１
０

Φ
２
０



Φ
狀－１
０

Φ
狀

熿

燀

燄

燅０

＝

０

０



熿

燀

燄

燅

０

０

（５）

若取特征向量的第１个分量Φ
１
０＝ｓｉｎφ，由式

（５）可知假想结构的特征向量的各分量分别为

Φ
１
０＝ｓｉｎφ，Φ

２
０＝２ｓｉｎφｃｏｓφ＝ｓｉｎ２φ，

　　Φ
３
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２
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１
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狀－１
０ ＝

　　ｓｉｎ（狀－１）φ，Φ
狀
０＝ｓｉｎ狀φ （６）

由式（５）、（６）可得

ｃｏｓ狀φｓｉｎφ＝０ （７）

　　由式（７）可知：如果要使特征向量不为０，其必

要条件为

ｃｏｓ狀φ＝０ （８）

　　由式（８）可得

φ犼 ＝
２犼－１
２狀

π　犼＝１，２，…，狀 （９）

　　假想结构的各阶自振频率为
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ω犼０ ＝２
犽

槡犿ｓｉｎ
φ犼
２
　犼＝１，２，…，狀 （１０）

　　与第犼阶自振频率ω犼０对应的正交归一特征向

量为

Φ０犼＝
槡２

槡犿狀
（ｓｉｎφ犼，ｓｉｎ２φ犼，…，ｓｉｎ狀φ犼）

Ｔ

犼＝１，２，…，狀 （１１）

原结构关于自振频率的方程可表示为

犓Φ ＝λ犕Φ （１２）

式中：犓 为原结构的刚度矩阵；犕 为原结构的质量

矩阵；λ为原结构的特征值，λ＝ω
２，ω为原结构的自

振频率；Φ为原结构的振型列向量。

原结构和假想结构的刚度矩阵和质量矩阵之间

的关系可表示为

犕 ＝犕０＋ε犕１ （１３）

犓＝犓０＋ε犓１ （１４）

式中：ε为小参数；ε犕１ 和ε犓１ 分别为原结构和假想

结构的刚度矩阵和质量矩阵的差值。

当ε犕１ 和ε犓１ 很小时，原结构的自振频率和振

型向量与假想结构自振频率和振型向量相比只有小

变化。根据摄动理论，可将原结构的振型向量和自

振频率按小参数ε展开为幂级数，即

λ犼 ＝λ犼０＋ελ犼１＋ε
２
λ犼２＋…＋ε

狀
λ犼狀 ＋… （１５）

Φ犼＝Φ０犼＋εΦ１犼＋ε
２
Φ２犼＋…＋ε

狀
Φ狀犼＋… （１６）

式中：λ犼０为假想结构的第犼个特征值，λ犼０＝ω
２
犼０；λ犼１和

λ犼２分别为特征值的１阶摄动值和２阶摄动值；Φ０犼为

假想结构的第犼阶振型的振型向量；Φ１犼和Φ２犼分别

为振型列向量的１阶摄动向量和２阶摄动向量。

将原结构第犼阶振型向量的１阶摄动向量Φ１犼

和２阶摄动向量Φ２犼分别用假想结构的振型Φ０狊（狊＝

１，２，…，狀）和Φ０狉（狉＝１，２，…，狀）表示为

Φ１犼 ＝∑
狀

狊＝１

犆１狊Φ０狊，Φ２犼 ＝∑
狀

狉＝１

犆２狉Φ０狉 （１７）

　　由式（１３）～（１７），并根据向量的正交性和归一

条件，可得

λ犼１＝Φ
Ｔ
０犼犓１Φ０犼－λ犼０Φ

Ｔ
０犼犕１Φ０犼 （１８）
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Ｔ
０犼犕１Φ０犼 （１９）
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１

２
Φ
Ｔ
０犼犕１Φ０犼Φ０犼 （２０）

Φ２犼 ＝ ∑
狀

狉＝１，狉≠犼

１

λ犼０－λ狉０
（Φ

Ｔ
０狉犓１Φ１犼－

　　λ犼１Φ
Ｔ
０狉犕０Φ１犼－λ犼０Φ

Ｔ
０狉犕１Φ１犼－

　　λ犼１Φ
Ｔ
０狉犕１Φ０犼）Φ０狉－

１

２
（Φ

Ｔ
１犼犕０Φ１犼＋

　　Φ
Ｔ
０犼犕１Φ１犼＋Φ

Ｔ
１犼犕１Φ０犼）Φ０犼 （２１）

综上所述，摄动法求解结构自振频率和振型的

步骤可分为４步。

步骤１：根据式（１０）、（１１）分别计算假想结构的

各阶自振频率及其振型向量。

步骤２：将假想结构与原结构刚度矩阵和质量

矩阵之间的关系表示成式（１３）、（１４）。

步骤３：利用式（１８）、（１９）计算原结构第犼阶振

型的自振频率１阶和２阶摄动向量，利用式（２０）、

（２１）计算原结构第犼阶振型的振型向量的１阶和２

阶摄动向量。

步骤４：根据式（１５）计算原结构各阶自振频率

及其振型向量。

根据本文方法计算出结构自振频率和振型后，

便可采用中国《建筑抗震设计规范》（ＧＢ５００１１

２００１）进行结构抗震作用计算。

２ 算　例

以文献［１１］中的２０层交错桁架结构为例，并假

定第１～１９层的重力荷载代表值为６ｋＰａ，顶层的重

力荷载代表值为３．５ｋＰａ，抗震设防烈度为８度，场

地类别为Ⅲ类，地震分组为第２组，研究结构横向振

动方向的自振频率、振型向量以及采用底部剪力法

和振型分解反应谱法对结构作用效应的影响。计算

中未标注单位的物理量均采用国际单位制。

根据文献［１１］中结构的楼层侧移刚度，结构的

刚度矩阵可表示为

犓＝

犽２１ 犽
１
１

犽１１ 犽
２
２ 犽１２

犽１２ 犽２３ 犽１３

  

犽１１８ 犽
２
１９ 犽

１
１９

犽１１９ 犽
２
２

熿

燀

燄

燅０

×１０９ （２２）

式中：犽１１，犽
１
２，…，犽

１
１９分别为－１．１６００８２，－１．１３７

８８０，－１．１４３５２２，－１．１３６８９８，－１．１４５１４２，

－１．１３０８２４，－１．１３８８０８，－１．１８２２９０，－１．１４１

９１２，－１．１２１７７０，－１．１３５２２２，－１．１１０８４２，

－１．１３６４１０，－１．０８０１５２，－１．０９７９５０，－１．０６０

８１８，－１．０６５６４６，－１．０５７４８２，－１．０６８８７８；犽２１，

犽２２，…，犽
２
１９，犽

２
２０分别为２．０７３２６４，２．５３１９６２，２．５１５

０３ 建筑科学与工程学报　　　　　　　　　　　　　　　２００６年



４０２，２．５１４４２０，２．５１６０４０，２．５０９９６６，２．５０３６３２，

２．５５５０９８，２．５５８２０２，２．４９７６８２，２．４９０９９２，２．４８０

０４０，２．４８１２５２，２．４５０５６２，２．４１２１０２，２．３９２７６８，

２．３６０４６４，２．３５７１２８，２．３６０３６０，１．１９８８７８。

结构的质量矩阵为

　　犕＝

犿１

犿２



犿

熿

燀

燄

燅２０

×１０５ （２３）

式中：犿１，犿２，…，犿１９，犿２０分别为８．０２６８００，８．０２６

８００，…，８．０２６８００，４．６８２３００。

假想结构每层的刚度取原结构各层刚度的平均

值，即为１．２２６５７９×１０９，则假想结构的刚度矩阵为

犓０＝

２ －１

－１ ２ －１

  

－１ ２ －１

熿

燀

燄

燅－１ １

×

　　１．２２６５７９×１０
９ （２４）

假想结构第１～１９层的质量取原结构各层的

质量之和除以１９．５，即∑
２０

犻＝１

犿犻／１９．５，顶层的质量取

∑
２０

犻＝１

犿犻／（１９．５×２），其质量矩阵为

犕０＝

１

１



１

０．

熿

燀

燄

燅５

×８．０６１１００×１０５ （２５）

根据式（１３）、（１４），并取ε＝０．１，原结构和假想

结构的质量矩阵和刚度矩阵的关系可表示为

犕＝犕０＋０．１犕１ （２６）

犓＝犓０＋０．１犓１ （２７）

犕１＝

珡犿１

珡犿２



珡犿

熿

燀

燄

燅２０

×１０５ （２８）

犓１＝

珔犽２１ 犽
１
１

珔犽１１ 珔犽
２
２
珔犽１２

珔犽１２ 珔犽２３ 珔犽１３

  

珔犽１１８ 珔犽
２
１９
珔犽１１９

珔犽１１９ 珔犽
２
２

熿

燀

燄

燅０

×１０９ （２９）

式中：珡犿１，珡犿２，…，珡犿１９，珡犿２０ 分 别 为 －０．３４３００，

－０．３４３００，…，－０．３４３００，６．５１７５；珔犽１１，珔犽
１
２，…，珔犽

１
１９

分别 为 －０．６３５０３，－０．４１３０１，－０．４６９４３，

－０．４０３１９，－０．４８５６３，－０．３４２４５，－０．４２２２９，

－０．８５７１１，－０．４５３３３，－０．２５１９１，－０．３８６４３，

－０．１４２６３，－０．３９８３１，０．１６４２７，－０．０１３７１，

０．３５７６１，０．３０９３３，０．３９０９７，０．２７７０１；珔犽２１，珔犽
２
２，…，

珔犽２１９，珔犽
２
２０分别为 －３．５４０２４，１．０４８０４，０．８８２４４，

０．８７２６２，０．８８８８２，０．８２８０８，０．７６４７４，１．２７９４０，

１．３１０４４，０．７０５２４，０．６３７６４，０．５２９０６，０．５４０９４，

０．２３４０４，－０．１５１５６，－０．３４３９０，－０．６６６９４，

－０．７００３０，－０．６６７９８，－０．２７７０１。

根据式（１５）、（１６）、式（１８）～（２１）和式（２４）～

（２９）计算出的假想结构和原结构的自振周期见表１

（限于篇幅，只列出１阶振型和２阶振型），表１中的

精确解通过求解结构的频率方程获得。从表１可以

看出：当假想结构的质量和刚度大小及分布与原结

构相差不大时，原结构的自振频率与假想结构的自

振频率相差较小；在该算例中，通过１阶摄动后所求

得的自振频率与精确解很接近，２阶摄动后即可得

到与求解频率方程得到的自振频率相同的解。表２

为假想结构振型计算结果和原结构的振型１阶摄动

表１ 假想结构与原结构的自振周期

犜犪犫．１ 犖犪狋狌狉犪犾犞犻犫狉犪狋犻狅狀犘犲狉犻狅犱狅犳犎狔狆狅狋犺犲狋犻犮犪犾

犛狋狉狌犮狋狌狉犲犪狀犱犗狉犻犵犻狀犪犾犛狋狉狌犮狋狌狉犲 ｓ

振型

阶数
假想结构

原结构

１阶摄动

原结构

２阶摄动
精确解

１ ２．０５１４ ２．０７７８ ２．０７７９ ２．０７７９

２ ０．６８５２ ０．６９８４ ０．６９８５ ０．６９８５

３ ０．４１２８ ０．４２０３ ０．４２０５ ０．４２０５

４ ０．２９６７ ０．３０２０ ０．３０２１ ０．３０２１

５ ０．２３２７ ０．２３５８ ０．２３５９ ０．２３５９

６ ０．１９２４ ０．１９５１ ０．１９５０ ０．１９５０

７ ０．１６４８ ０．１６６３ ０．１６６４ ０．１６６４

８ ０．１４５０ ０．１４５８ ０．１４５９ ０．１４５９

９ ０．１３０１ ０．１３１０ ０．１３０９ ０．１３０９

１０ ０．１１８６ ０．１１９１ ０．１１９１ ０．１１９１

１１ ０．１０９７ ０．１０９５ ０．１０９６ ０．１０９６

１２ ０．１０２６ ０．１０２３ ０．１０２５ ０．１０２５

１３ ０．０９６９ ０．０９６６ ０．０９６７ ０．０９６７

１４ ０．０９２３ ０．０９２０ ０．０９２０ ０．０９２０

１５ ０．０８８７ ０．０８８２ ０．０８８２ ０．０８８２

１６ ０．０８５８ ０．０８５５ ０．０８５５ ０．０８５５

１７ ０．０８３７ ０．０８３４ ０．０８３４ ０．０８３４

１８ ０．０８２１ ０．０８１８ ０．０８１８ ０．０８１８

１９ ０．０８１１ ０．０８０６ ０．０８０６ ０．０８０６

２０ ０．０８０６ ０．０７９３ ０．０７９３ ０．０７９３

１３第４期　　　　　　　　　　周期石，等：交错桁架结构动力特性的简化分析方法



解和精确解，由表２可以看出，通过１阶摄动后，振

型结果与精确解相差较小。

　　根据本文中计算出的自振周期和振型及中国

《建筑抗震设计规范》（ＧＢ５００１１２００１），分别采用底

表２ 假想结构与原结构的振型表征参数

犜犪犫．２ 犞犻犫狉犪狋犻狅狀犕狅犱犲犜狅犽犲狀犘犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳犎狔狆狅狋犺犲狋犻犮犪犾犛狋狉狌犮狋狌狉犲犪狀犱犗狉犻犵犻狀犪犾犛狋狉狌犮狋狌狉犲 １０－３

振型

阶数
假想结构 原结构１阶摄动 精确解

振型

阶数
假想结构 原结构１阶摄动 精确解

１

０．０２７６

０．０５５１

０．０８２２

０．１０８８

０．１３４８

０．１５９９

０．１８４０

０．２０７０

０．２２８７

０．２４９１

０．２６７８

０．２８４９

０．３００３

０．３１３８

０．３２５４

０．３３５０

０．３４２５

０．３４７９

０．３５１１

０．３５２２

０．０３７１

０．０６３１

０．０８９２

０．１１４７

０．１３９７

０．１６３７

０．１８６９

０．２０９０

０．２２９０

０．２４８４

０．２６６６

０．２８３１

０．２９８１

０．３１１１

０．３２２８

０．３３２４

０．３４０１

０．３４５７

０．３４９２

０．３５０５

０．０４１３

０．０６６９

０．０９２６

０．１１７７

０．１４２２

０．１６５８

０．１８８６

０．２１０２

０．２２９９

０．２４８９

０．２６６８

０．２８２９

０．２９７７

０．３１０４

０．３２１９

０．３３１２

０．３３８８

０．３４４３

０．３４７７

０．３４９０

２

０．０８２２

０．１５９９

０．２２８７

０．２８４９

０．３２５４

０．３４７９

０．３５１１

０．３３５０

０．３００３

０．２４９１

０．１８４０

０．１０８８

０．０２７６

－０．０５５１

－０．１３４８

－０．２０７０

－０．２６７８

－０．３１３８

－０．３４２５

－０．３５２２

０．１０８４

０．１７８９

０．２４１４

０．２９１１

０．３２６０

０．３４３７

０．３４３７

０．３２５８

０．２９２２

０．２４２４

０．１７９０

０．１０６９

０．０２６７

－０．０５５２

－０．１３４３

－０．２０３０

－０．２６５７

－０．３１３４

－０．３４２８

－０．３５５５

０．１１９５

０．１８７８

０．２４８０

０．２９５４

０．３２７８

０．３４３４

０．３４１４

０．３２１９

０．２８７２

０．２３６７

０．１７３１

０．１０１３

０．０２２８

－０．０５５３

－０．１３４１

－０．２０４６

－０．２６６２

－０．３１３０

－０．３４３１

－０．３５４３

部剪力法和振型分解反应谱法计算出的结构层间剪

力如图２所示，从图２中可以看出，采用底部剪力法

计算的层间剪力与采用振型分解反应谱法的计算结

果相差明显。

图２ ２０层交错桁架结构层间剪力计算结果

犉犻犵．２ 犆犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀犚犲狊狌犾狋狅犳犐狀狋犲狉犾犪狔犲狉犛犺犲犪狉狅犳

２０犛狋狅狉狔犛狋犪犵犵犲狉犲犱犜狉狌狊狊犛狋狉狌犮狋狌狉犲

３ 结 语

笔者提出了一种计算交错桁架结构地震作用中

计算自振频率和自振周期的简化方法，算例分析表

明：本文方法不但能计算各阶自振频率和自振周期，

且避免了迭代计算，计算工作量小；本文方法计算自

振频率和振型与精确解吻合较好；高层交错桁架结

构采用底部剪力法和采用振型分解反应谱法计算的

结构作用效应相差明显。
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