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摘要：以甘肃陇西自重湿陷性黄土作为研究对象，基于黄土湿陷过程中变形与渗流耦合的思想，建

立了黄土增湿变形的数值模型。依据质量守恒定律和达西定律，建立了考虑变形影响的适合非饱

和土饱和土的、非稳态的轴对称黄土渗流连续性基本方程。参考陇西自重湿陷性黄土室内侧限压

缩试验数据建立了黄土增湿变形本构模型；采用Ｇａｌｅｒｋｉｎ加权残值法对基本方程进行空间离散；

在时间域内用差分方法离散，建立了考虑渗流和变形耦合的黄土增湿变形有限元支配方程，并提出

了求解方法。研究结果表明：在研究黄土增湿变形过程中，考虑变形与渗流耦合的作用是可行的，

建立的黄土增湿变形有限元模型是合理的。
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０ 引　言

由于黄土湿陷具有突变性、非连续性和不可逆

性，对工程建设的危害很大，加之中国黄土的分布范

围很广，因此，预测黄土湿陷变形量对工程建设有着

很重要的意义。黄土湿陷是遇水发生的，水在土中

的渗流又会受到湿陷变形的影响，因此计算黄土湿

陷变形宜采用渗流和变形耦合的方法。目前，关于

黄土湿陷的物理力学性质的研究较多，关于湿陷数

值计算的文献较少。焦彦利［１］引入了黄土增湿变形

的计算模块计算黄土湿陷，但在建立非饱和黄土的

入渗模型时，未考虑重力对入渗的影响，假定土体为

刚性多孔介质，土体传导区内水分运动通量不随位

置而变化，它仅是时间的函数，这些都是不切合实际

的。笔者基于变形和渗流耦合的思想，建立了黄土

增湿变形有限元模型，进而可以预测黄土增湿变形。

１ 耦合原理

影响黄土增湿变形量的因素有黄土的性质、含

水量和压力等，水在黄土中渗流时，其含水量是随时

空不断变化的，因此，渗流对黄土增湿变形有很大的

影响［２］。

黄土浸水后，随着水的渗流，土中的含水量发生

了变化，如黄土发生了湿陷，土体的总体积也就发生

了变化，即孔隙比发生了变化了，含水量和孔隙比的

变化，引起了黄土渗透系数的变化，从而影响水在黄

土中的渗流。因此黄土的湿陷变形将对渗流产生必

然的影响，所以，黄土湿陷变形和渗流是相互影响

的，用变形和渗流耦合的思想研究黄土湿陷性具有

很重要的实际意义。

２ 耦合方程

２．１ 考虑变形影响的渗流连续性基本方程

建立柱坐标系，其中狕轴向下为正，坐标系中任

一点由３个坐标给出：垂直坐标狕、半径狉、角度φ。

在饱和、非饱和介质（土体）中取出一微分单元体，边

界分别为ｄ狕、ｄ狉、ｄφ，假定流体（水）密度不随时间而

变化，且无源和汇情况下，根据质量守恒定律，Δ狋时

间内流入和流出单元体的水量差等于单元体内水分

的增量，即

－（狇狉＋狉
狇狉

狉
＋
狇φ
φ
＋狉
狇狕

狕
）Δ狉ΔφΔ狕Δ狋＝

　　
（θ狉Δ狉ΔφΔ狕）

狋
Δ狋 （１）

式中：θ为体积含水量，对于饱和流，θ＝狀，狀为土的

孔隙率；狇狉、狇φ、狇狕 分别为相应于３个坐标方向上的

水分运动通量。

因黄土结构的各向异性、垂直方向有大孔隙存

在，渗透性也具有各向异性，垂直方向和水平方向是

渗流的主方向，依据达西定律有

　　　　

狇狉＝－犓狉（Ψ）
Ψ
狉

狇φ＝－
１

狉
犓φ
（Ψ）
Ψ
φ

狇狕＝－犓狕（Ψ）
Ψ


烍

烌

烎狕

（２）

式中：犓狉、犓狕、犓φ 分别为径向、轴向和环向渗透系

数，是土的含水量（或土中水基质势或土中水吸力）

和土的孔隙比的函数［３］；Ψ 为土水势。

将式（２）代入式（１），可得到在以狕为轴的轴对

称柱坐标系中，土中水分运动的连续性方程为

１

狉

狉
［狉犓狉（Ψ）

Ψ
狉
］＋

狕
［犓狕（Ψ）

Ψ
狕
］＝

　　
θ
狋
＋θ
（狉Δ狉ΔφΔ狕）

狋
１

狉Δ狉ΔφΔ狕
（３）

如果忽略温度势和溶质势对渗流的影响，则

Ψ＝Ψｍ＋Ψｐ－Ψｇ，Ψｍ 为基质势，Ψｐ 为压力势，Ψｇ

为重力势。由文献［４］可得重力势的表达式

Ψｇ＝

犺犵　　　　　　　　狑０＞２５％

（１４．３狑－２．５７）犺犵 １８％＜狑０≤２５％

０ 狑０≤

烅

烄

烆 １８％

式中：狑０ 为土的质量含水率。

令Ψｍ＋Ψｐ＝Ψｍｐ，将其代入式（３），则

１

狉

狉
［狉犓狉（Ψｍｐ）

Ψｍｐ

狉
］＋

狕
［犓狕（Ψｍｐ）·

　　
（Ψｍｐ－Ψｇ）

狕
］＝
θ
狋
＋θ
εｖ

狋
（４）

式中：εｖ为体应变（为了编程的方便规定为“土体积

减小时，体应变为负”）。对于非饱和土：比水容量

犆（Ψｍ）＝
ｄθ
ｄΨｍ

，即θ
狋
＝犆（Ψｍ）

Ψｍ

狋
；Ψｐ＝０。对于存

在不断变形的饱和土体：θ
狋
＝
狀

狋
；Ψｍ＝０。

式（４）即为考虑土体变形的渗流连续性方程。

由于滞后作用，基质势Ψｍ 不是含水率的单值函数，

土体吸湿过程和脱湿过程不同，因此式（４）只适用于

脱湿或吸湿单一过程。

对于垂直方向渗流［５］

ｄ犓狏２０
ｄ狋
＝
犓

狏
２０

犲
ｄ犲
ｄ狋
＋
犓

狏
２０

犛
ｄ犛
ｄ狋
＝６．５６７７×１０２．８５２３犲－３．５７３９×

ξ
ｄ犲
ｄ狋
－０．１６１９犛－１．１６８３

ｄ犛
ｄ狋

（５）
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对于水平方向渗流

ｄ犓犺２０
ｄ狋
＝
犓

犺
２０

犲
ｄ犲
ｄ狋
＋
犓

犺
２０

犛
ｄ犛
ｄ狋
＝６．５６７７×１０２．８５２３犲－３．５７３９×

ξ
ｄ犲
ｄ狋
－０．６６０９犛－１．５８３３

ｄ犛
ｄ狋

（６）

式中：犛为基质吸力；犲为孔隙比；狋为时间；ξ为修正

系数；犓狏２０、犓
犺
２０分别为２０℃时垂直向和水平向渗透

系数。

２．２ 黄土湿陷的基本方程

在陇西自重湿陷性黄土室内侧限压缩试验的基

础上，由文献［１］得到

Δδｓ犻＝
犘犻（犈ｏ犻１－犈ｏ犻２）

犈ｏ犻１犈ｏ犻２
＝犘犻（

１

犈ｏ犻２
－
１

犈ｏ犻１
） （７）

式中：Δδｓ犻为压力犘犻下含水量从狑１ 到狑２ 时的增湿

变形系数，Δδｓ犻＝
Δ犛犻
犺０
；犻１、犻２ 表示第犻级压力下含水

量从狑１ 到狑２；犈ｏ为变形模量。

如果引起黄土自重湿陷的水被认为是一种特殊

的力，那么，含水量可以反映力的大小，Δδｓ犻可以认

为是含水量力引起的应变，此时式（７）可写为

　　　　Δε犻＝犘犻Δ（
１

犈ｏ犻
） （８）

如果犘犻＝０，Δε犻＝犘犻Δ（
１

犈ｏ犻
）＝０，而实际自重湿

陷性黄土附加压力为０时，也可能发生湿陷变形，即

Δε犻≠０。若令犘犻＝１ｋＰａ，代入式（８）计算，应该不会

有大的误差，即黄土自重湿陷变形的应变计算式可

写为

　　　　　　Δε＝Δ（
１

犈ｏ
） （９）

根据弹性理论，变形模量犈ｏ 与压缩模量犈ｓ之

间的关系为

犈ｏ＝β犈ｓ＝（１－
２μ

２

１－μ
）犈ｓ，μ＝

犓０
１＋犓０

黄土侧压力系数犓０ 与含水量狑之间的关系为

　　　　　　犓０＝犿狑
狀

该式的应用范围为狑∈［３％，８％］。

根据陇西黄土的实际情况，参数犿、狀取值为：

犿＝１．２２５３，狀＝０．５４１０。

结合文献［１］中的不同初始含水量下双线法试

验割线模量与压力关系曲线，做狆＝０时的
１

犈ｏ
与狑

关系曲线如图１所示。

经曲线拟合得：１
犈ｏ
＝０．０１６７狑１．４５４（相关系数为

ρ＝０．９９５７）。

图１ 狆＝０时１／犈狅与狑的关系

犉犻犵．１ 犚犲犾犪狋犻狅狀犅犲狋狑犲犲狀１／犈狅犪狀犱狑犪狋狆＝０

将上式整理并微分得

　　ｄ狑＝１１．４８（
１

犈ｏ
）－０．３１２２ｄ（

１

犈ｏ
） （１０）

用差分近似代替微分，并结合式（９）得

　　Δ狑＝１１．４８（
１

犈ｏ
）－０．３１２２Δε （１１）

式（１１）为黄土自重湿陷变形的增量本构模型。

如果含水量不变，压力变化，可用邓肯张模型计算

黄土增湿变形量。

２．３ 虚功方程

以克希荷夫应力张量和格林应变表述的虚功方

程为［６］

∫犞０犛犻犼δ犈犻犼ｄ犞０ ＝∫犞０犳０犻δ狌犻ｄ犞０＋∫犃
０狋

狇０犻δ狌犻ｄ犞０ （１２）

式中：犳０犻、狇０犻分别为初始构形下单位体积的体力荷

载和面力荷载；犛犻犼为克希荷夫应力张量；犈犻犼为格林

应变张量；δ狌犻为无限小位移变分。

３ 有限元支配方程的建立

渗流方程中渗透系数是含水量和孔隙比的函

数，因此渗流连续性方程是非线性方程，很难用解析

的方法求解，本文中采用数值方法求解。由于

Ｇａｌｅｒｋｉｎ加权残值法不需要寻找泛涵，适用性广，整

理分析过程也较简单，所以采用该法对基本方程进

行空间离散，在时间域内用差分方法离散，得到渗流

和黄土增湿变形有限元模型。

（１）渗流有限元模型

犓１Ψ＋犓２Ψ＝犉 （１３）

犓犻犼１＝∫Ωｅ

（－Ψ犻犓狉
Ψ犼
狉

＋犓狉狉
Ψ犻

狉
·

　　
Ψ犼
狉

＋犓狕狉
Ψ犻

狕
Ψ犼
狕
）ｄΩ （１４）

犓犻犼２＝∫Ωｅ

犆Ψ犻Ψ犼狉ｄΩ （１５）

犉犻＝∫Ωｅ

（犓狕狉
Ψ犻

狕
Ψ犵

狕
－θΨ犻狉

εｖ

狋
）ｄΩ－

∫Ωｅ

犅Ψ犻狉
狀

狋
ｄΩ＝∫ΓｅΨ犻狇狀ｄΓ

（１６）
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式中：Ψ犻、Ψ犼 为形函数；当土体饱和时犓 取２．２８７４

ｍ·ｄ－１，非饱和时，按式（５）、（６）取值；当土体饱和

时犆取０，非饱和时，犆（Ψｍ）＝
ｄθ
ｄΨｍ

；当土体饱和时

犅取１．０，非饱和时，犅取０。式（１３）就是式（４）的有

限元模型。

（２）变形场有限元模型

　　　　　珟犓ＤＳΔ犪ｅ＝－珚犚－犚ｓｐ （１７）

式中：珟犓ＤＳ＝珟犓Ｄ＋犓Ｓ；珟犓Ｄ ＝－∫犞０犅
狋犇ｗｏｔ

珟犅ｄ犞０，珟犓Ｓ＝

∫犞０犌
狋犕犌ｄ犞０，犇ｗｏｔ为黄土自重湿陷变形增量本构模

型对应的刚度矩阵，犌、犕、犅狋、珟犅的含义对于平面问

题见文献［６］，对于轴对称问题见文献［７］；Δ犪ｅ为单

元节点位移增量矢量；珚犚为时刻狋＋Δ狋的载荷等效

节点矢量；犚ｓｐ为时刻狋的总应力场等效节点矢量。

由于矩阵犅狋、珟犅 与Δ犪ｅ 有关，则矩阵珟犓ＤＳ就受

Δ犪ｅ的影响，因此式（１７）是非线性方程。

将式（１３）、（１７）组合在一起，即为考虑渗流和变

形耦合的黄土增湿变形有限元模型。

４ 模型的求解

因式（１３）、（１７）均是非线性方程组，直接联合求

解有较大困难，因此，建议按下列步骤求解：

（１）天然含水量对应的渗透系数犓０ 作为迭代

初始值，求解式（１３），求得各节点的Ψｍｐ，再由各节

点的Ψｍｐ求出对应的含水率狑。

（２）已知外力和各节点的含水量解变形方程式

（１７），求出各节点的变形，进而求出各节点的孔隙比

变化量。

（３）根据渗透系数的表达式求出黄土湿陷变形

后各节点的渗透系数，作为下一时刻计算的初始值。

（４）重复步骤（１）～（３），迭代满足精度要求或迭

代次数达到规定值后，开始下一步的计算。时间步

长的确定要根据黄土渗流的特点，渗流初始步长取

小些，之后逐渐增大，以弥补间接耦合法求解的不

足，从而准确计算黄土增湿变形量。

５ 结 语

以甘肃陇西自重湿陷性黄土为研究对象，依据

质量守恒定律和达西定律，推导出了受变形影响的

适合非饱和土饱和土的、非稳态的轴对称黄土渗流

连续性基本方程。结合已有的室内侧限压缩试验数

据推导出了黄土增湿变形本构模型。由于渗流连续

性方程和黄土增湿变形基本方程均是非线性方程，

本文中采用数值方法求解。采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ加权残

值法对基本方程进行空间离散，在时间域内用差分

方法离散，得到渗流场和黄土增湿变形有限元模型，

将它们组合在一起，即为考虑渗流和变形耦合的黄

土增湿变形有限元支配方程，根据其特点提出了求

解方法。结果表明：在研究黄土增湿变形过程中，考

虑变形与渗流耦合的作用是可行的，建立的黄土增

湿变形有限元模型是合理的。
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