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线性和均布荷载共同作用下简支圆板的极限荷载

张凤华，赵均海，魏雪英，李巧燕
（长安大学 建筑工程学院，陕西 西安　７１００６１）

摘要：采用统一屈服准则对线性和均布荷载共同作用下的简支圆板进行了塑性极限分析，并考虑了

２种荷载形式，分别得出了极限解的表达式。通过变化解中参数值得出一系列不同屈服准则下的

解析解和极限荷载随不同屈服准则变化的曲线。所得结果适用于各种拉压强度性质相同的材料，

根据不同的材料取不同的参数值，可以得出对应材料的极限荷载。已有的 Ｍｉｓｅｓ解是该文解的特

例，从该文的统一解可知，正确认识材料强度并合理运用屈服准则对发挥材料潜能具有重要的意

义，可使工程取得更好的经济效益。
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０ 引　言

圆板是工程中广泛应用的一种结构，分析其极

限荷载对充分发挥材料强度潜能具有重要的意义。

各国学者利用Ｔｒｅｓｃａ和 Ｍｉｓｅｓ屈服条件、统一屈服

准则、统一强度理论等分析了圆板在单一荷载作用

下的极限荷载［１７］。对在复杂荷载作用下圆板的极

限荷载分析较少，文献［８］中进行了圆板在线性荷载

和边缘弯矩共同作用下的塑性极限分析，文献［９］中

采用 Ｍｉｓｅｓ屈服条件分析了在线性和均布荷载作用



下的简支圆板。为了充分发挥材料强度的潜能，方

便工程应用，笔者采用统一屈服准则研究了简支圆

板在线性和均布荷载共同作用下的塑性极限分析问

题，并考虑了联合作用的２种形式，分别给出了其统

一解。

１ 统一屈服准则

统一屈服准则是以双剪单元体为模型，考虑了

作用在单元体上的全部应力而建立的。其数学表达

式为

犉＝σ１－
１

１＋犫
（犫σ２＋σ３）＝σｓ　σ２≤

σ１＋σ３
２

（１）

犉′＝
１

１＋犫
（σ１＋犫σ２）－σ３＝σｓ σ２≥

σ１＋σ３
２

（２）

式中：犫为反映中间主应力及其相应面上正应力对

材料破坏影响程度的材料强度参数。

对于板的平面应力问题，统一屈服准则可以表

示为

　犉＝σ１－
σ３
１＋犫

＝σｓ　　　
σ１＋σ３
２

≥０ （３）

　犉
′＝
σ１
１＋犫

－σ３＝σｓ
σ１＋σ３
２

≤０ （４）

双剪统一屈服准则在π平面及双向应力下的极

限线见图１，此外，统一屈服准则形成的一族极限线

覆盖了域内所有区域，可以适用于从下限到上限所

有拉压相同的材料。当犫＝０时为Ｔｒｅｓｃａ准则；犫＝

１．０时为双剪应力屈服准则；犫＝０．５时逼近 Ｍｉｓｅｓ

屈服准则。犫在０与１．０之间形成了一系列线性、外

凸的屈服准则。

图１ 统一屈服准则的系列屈服面
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２ 基本方程

周边简支的圆板上作用着线性和均布荷载，如

图２所示。

由于轴对称性，圆板的平衡方程为

ｄ

ｄ狉
（狉犕狉）－犕θ＝－∫

狉

０
狉狇（狉）ｄ狉 （５）

式中：狉为圆板半径；犕狉 为径向弯矩；犕θ 为切向弯

图２ 线性和均布荷载共同作用下的简支圆板
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矩；狇（狉）为半径狉处的荷载。

设圆板最大半径为犪，厚度为犺，极限抗拉强度

为σｔ，拉压比为α。当圆板为理想弹塑性材料时，可

求出塑性极限弯矩犕狆＝
σｔ
４
犺２，采用由广义应力表示

的双剪统一屈服准则的极限条件为
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统一屈服准则的圆板极限线如图３所示。由圆

图３ 统一屈服准则

的圆板极限线
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狅犳犆犻狉犮狌犾犪狉犘犾犪狋犲狊狅犳

犝狀犻犳犻犲犱犢犻犲犾犱犆狉犻狋犲狉犻狅狀

板的边界条件 犕θ＝（１＋

α）犕狉［图３中的犅点（α＝

１）］，犕狉｜狉＝０＝犕θ｜狉＝０（图３

中的犃点），犕狉｜狉＝犪＝０（图

３中的犆点），可得全板应

力处于 犃犅、犅犆 两线段

上，且有：

犃犅段
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３ 极限荷载

本文中考虑了２种荷载形式：①均布荷载和内

三角形荷载组合（第１种荷载形式）；②均布荷载和

外三角形荷载组合（第２种荷载形式）。

３．１ 第１种荷载形式

第１种荷载计算模型如图２所示。设板上点犉

的弯矩位于图３中的犅点，则可得犈犉、犉犇 段的平

衡方程：
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　　由式（７）、（８）可得：
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根据边界条件和连续条件可得
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极限荷载狇为
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式中：狉满足
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３．２ 第２种荷载形式

第２种荷载计算模型如图４所示。与第１种情

况类似，设板上点犉的弯矩位于图３中的犅点，则

可得犈犉、犉犇段的平衡方程：

图４ 线性和均布荷载共同作用下的

简支圆板（第２种荷载形式）
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　　由式（１０）、（１１）可得：
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犫狇狉
３

３犪（３犫＋４）
－
犫狇狉

２

２（２犫＋３）

根据边界条件和连续条件可得

犆１＝０

犆２＝［－（１＋犫）犕狆＋
（１＋犫）狇犪

２

３（３犫＋４）
＋
（１＋犫）狇犪

２

２（２犫＋３）
］犪

１
１＋犫

极限荷载狇为

狇＝
６犪（犫＋４）（犫＋３）犕狆

［３犪（犫＋４）＋２（犫＋３）狉］（犫＋２）狉２
（１２）

式中：狉满足

［
（犫＋２）狉３

３犪（犫＋４）
－
（犫＋２）狉２

２（犫＋３）
＋

犪２

３（３犫＋４）
＋

犪２

２（２犫＋３）
］（犪
狉
）
１
１＋犫＝

　－
（犫＋１）狉３

３犪（犫＋４）
－
（犫＋１）狉２

２（犫＋３）
＋

狉３

３犪（３犫＋４）
＋

狉２

２（２犫＋３）
。

４ 讨 论

（１）由式（９）、（１２）可得２种荷载形式下的统一

极限荷载狇与屈服准则参数犫的关系，见表１。从表

１可以看出，极限荷载狇的大小与参数犫直接有关，

２种荷载形式下的极限荷载狇值均随参数犫增大而

增大。当犫＝０．５时，文中的解与 Ｍｉｓｅｓ准则下的解

基本一致。

（２）从表１可知，在均布荷载和内三角形荷载组

合下求得的极限荷载略高于均布荷载和外三角形荷

载组合下的极限荷载。Ｔｒｅｓｃａ准则解与双剪屈服准

则解的误差在这２种情况下分别约为１４％和１３％，

这种误差取决于结构在荷载作用下的应力场。当取

不同的犫值时，对应不同的屈服准则，相应地在π平
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表１ 极限荷载狇与参数犫的关系

犜犪犫．１ 犚犲犾犪狋犻狅狀狅犳犆狉犻狋犻犮犪犾犔狅犪犱狇犪狀犱犘犪狉犪犿犲狋犲狉犫

犫 ０．０ ０．１ ０．２ ０．３ ０．４ ０．５（文献［９］） ０．６ ０．７ ０．８ ０．９ １．０

第１种

荷载形式

第２种

荷载形式

狉

狇

狉

狇

０．６７１２

３．９９９８

０．７３９９

３．９９９９

０．６５８７

４．０７８４

０．７２８３

４．０７１３

０．６４７６

４．１４９８

０．７１７８

４．１３７４

０．６３７５

４．２１７２

０．７０８３

４．１９８３

０．６２８５

４．２７７９

０．６９９６

４．２５５２

０．６２０１

４．３３７１（４．３３９８）

０．６９１６

４．３０８７

０．６１２５

４．３９１４

０．６８４２

４．３５９３

０．６０５６

４．４４１３

０．６７７４

４．４０６２

０．５９９１

４．４９００

０．６７０９

４．４５１９

０．５９３２

４．５３４３

０．６６５１

４．４９２７

０．５８７７

４．５７６５

０．６５９６

４．５３２６

面上的极限线不同。当犫＝０时，Ｔｒｅｓｃａ准则极限面

最小；当犫＝１时，双剪应力屈服准则极限面最大，相

应的极限荷载较大。

５ 结 语

（１）统一解中选择不同的犫值可得到一系列不

同屈服准则下的解，不同的犫值对应不同的拉压强

度性质相同的工程材料，参数犫的值对塑性极限荷

载有较大影响。

（２）对于不同的材料，可根据剪切屈服极限和拉

伸屈服极限确定合适的屈服参数犫，其关系式为犫＝

２τｓ－σｓ

σｓ－τｓ
。

（３）参考各种材料的试验结果可知，参数犫一般

是大于０的，所以选用双剪统一屈服准则可以更好

地发挥材料的强度潜能，并取得较好的经济效益。
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