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摘要：基于双剪统一强度理论，将作用在挡土墙上的土压力视为空间问题，推导出空间主动土压力

双剪统一解的简化计算公式，讨论了中间主剪应力影响系数对主动土压力及其参数的影响，并与已

有文献的实例进行对比分析。计算结果表明：推导出的土压力及土压力系数公式可适用于各种不

同特性材料的空间土压力简化计算；得出的解具有广泛代表性；随着中间主剪应力影响系数的增

大，空间主动土压力减小，土压力系数及土压力作用点距墙顶的竖直距离均略有减小；通过变换中

间主剪应力影响系数值可获得一系列的解；在工程运用中可根据土质和工程的实际情况，适当选择

统一强度参数来确定土压力的大小。
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０ 引　言

目前土压力的计算方法有很多［１６］，可分为平面

问题解、空间问题解和有限元法等。作用在挡土墙

上的土压力是一个空间问题，而朗肯理论、库仑理论

和极限平衡理论都是将挡土墙作为平面问题来研究

的。对空间土压力的研究是从２０世纪５０年代开始

的，特别是近２０年来，许多学者对这一问题进行了

试验研究，才使空间土压力的计算成为可能。文献

［１］～文献［３］中将土压力视为平面问题，推导出基

于统一强度理论的土压力公式。文献［４］、文献［５］

中采用统一强度理论，将土压力视为空间问题，推导

出空间土压力公式。

本文中笔者将作用在挡土墙上的土压力视为空

间问题，运用双剪统一强度理论，同时考虑３个主应

力的作用，在文献［４］的基础上，采用简化计算，即将

平衡拱面积用大小相等的梯形面积来代替，使计算

模型及推导过程简化，并推导出空间主动土压力简

化计算的双剪统一解，同时通过变换双剪统一强度

理论参数犫值，可获得一系列的统一解。

１ 双剪统一强度理论

双剪统一强度理论是由俞茂宏提出的一种强度

理论［７］，该强度理论是以双剪应力单元体为物理模

型，考虑了作用在应力单元体上的所有剪应力及其

相应的正应力对材料屈服和破坏的不同影响，以及

中间主应力σ２ 在不同应力条件下对材料屈服和破

坏的影响，可以适用于从金属到岩土类材料。

采用岩土工程中常用的剪切强度参数犮０ 和内

摩擦角φ０ 表示的双剪统一强度理论
［８］为

｛２＋（２－犿）犫＋［２＋（２＋犿）犫］ｓｉｎφ０｝σ１－

（１－ｓｉｎφ０）（犫犿＋２）σ３＝４犮０（１＋犫）ｃｏｓφ０ （１）

（２＋犫犿）（１＋ｓｉｎφ０）σ１＋［犫犿（１＋ｓｉｎφ０）＋

２（１＋犫）（１－ｓｉｎφ０）］σ３＝４犮０（１＋犫）ｃｏｓφ０ （２）

式中：犿为中间主应力系数；犫为反映中间主剪应力

的影响系数，０≤犫≤１；犫实际上也是一个选用不同

强度准则的参数，如当犫＝０时，得到 ＭｏｈｒＣｏｕｌｏｍｂ

强度准则；当犫＝１时，得到双剪强度理论；当材料的

拉压强度比α＝１，犫＝０、０．５、１时，则分别得到Ｔｒｅｓ

ｃａ屈服准则、Ｍｉｓｓｅｓ屈服准则的线性逼近和双剪屈

服准则。双剪统一强度理论形成了一个外凸理论，

是从下限到上限并覆盖了域内所有区域的系统化的

理论。对于平面应变问题，中间主应力系数犿 由中

间主应力表达式σ２＝
犿
２
（σ１＋σ３）确定，其中，σ１ 为最

大主应力；σ３ 为最小主应力。根据文献［９］，当土体

处于弹性状态时，犿＜１；当土体屈服时，犿→１。

与双剪统一强度理论相对应的内摩擦角φｔ和

黏聚力犮ｔ可表示为
［１０］

ｓｉｎφｔ＝
犫（１－犿）＋（２＋犫＋犫犿）ｓｉｎφ０

２＋犫（１＋ｓｉｎφ０）
　犿≠１ （３）

φｔ＝ａｒｃｓｉｎ
犫（１－犿）＋（２＋犫＋犫犿）ｓｉｎφ０

２＋犫（１＋ｓｉｎφ０）
（４）

犮ｔ＝
２（犫＋１）犮０ｃｏｓφ０
２＋犫（１＋ｓｉｎφ０）

１

ｃｏｓφｔ
（５）

式（３）～（５）中的φｔ、犮ｔ分别为对应于双剪统一

强度理论的新的强度参数。当用常规土工试验方法

确定的强度参数φ０、犮０ 为已知常量时，φｔ、犮ｔ仅是材

料强度参数犫的函数，它们是考虑了中间主应力对

各种不同材料屈服影响的新的材料强度参数。由

此，对于空间应力状态，按双剪统一强度理论确定强

度参数φｔ、犮ｔ，同时，考虑σ１、σ２、σ３ 对材料屈服强度

的贡献。

２ 挡土墙上空间土压力的简化计算

作用在挡土墙上土压力的大小与滑裂体的质

量，也就是滑裂土体的体积有关，而滑裂体的体积，

是由挡土墙墙面、平衡拱柱段和滑动面所包围的截

柱体，滑裂面是一个复杂的曲面，但滑动面的曲度并

不大，故为了计算方便，仍可近似地假定滑动面为一

平面。

本文中为了进一步简化计算，可近似地将高度

为界限高度犎狀 时滑裂体顶部处的水平面积，即平

衡拱面积犃（拱形犱犮犲的面积）用大小相等的梯形面

积犃２（梯形犱犵犺犲的面积）来代替，并使梯形面积的

高度等于平衡拱的矢高犺，如图１所示。

图１ 滑裂体的简化计算模型

犉犻犵．１ 犛犻犿狆犾犻犳犻犲犱犆犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀犕狅犱犲犾狅犳犛犾犻犱犻狀犵犠犲犱犵犲

２．１ 滑裂体的基本尺寸

２．１．１ 平衡拱的面积

由文献［６］可知，平衡拱的面积为
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犃＝∫
犺

０
ｄ犃∫

犺

０
２η槡狔ｄ狔＝

４

３η
犺３

／２ （６）

式中：犺为平衡拱的矢高，犺＝（λ犅ｃｏｔφ）／４，本文中

采用双剪统一理论的内摩擦角φｔ，则有犺＝（λ犅·

ｃｏｔφｔ）／４；η为参数，η＝（犅ｔａｎφ／λ）
１／２，采用双剪统

一理论的内摩擦角φｔ时有η＝（犅ｔａｎφｔ／λ）
１／２，λ为

修正系数，λ＝１．２２＋０．００８９６δ，δ为填土与挡土墙

墙面的摩擦角；犅为梯形面积犃２ 的底边长度，即挡

土墙的长度。

在简化计算中，平衡拱的计算图形可用梯形来

代替，故

１

２
（犛＋犅）犺＝犃 （７）

式中：犛为梯形面积犃２ 的顶边长度。

由式（７）可得

犛＝
２犃
犺
－犅 （８）

２．１．２ 滑裂体任意水平截面的面积

在图１（ｂ）中，若将梯形面积犃２ 的两边延长相

交于犼点，则由△犱犼犲与△犵犼犺相似的条件可得

狔＝犅犺／（犅－犛）

狔
′＝犺狊／（犅－犛 烍

烌

烎
）

（９）

式中：狔为△犱犼犲的高；狔
′为△犵犼犺的高。

由图１（ａ）可以看出，当挡土墙的墙高等于界限

高度犎狀，而滑裂体的顶部截面的高度为犺时，在墙

底以上高度为狕处，滑裂体的宽度为犺′，由△犪犫犮和

△犪
′犫犮′相似的条件可得

犺′＝
犺
犎狀

狕 （１０）

由图１（ｂ）中△犱
′
犼犲
′和△犱犼犲相似的条件可得

狓＝（狔－犺
′）犅
狔

（１１）

式中：狓为任意高度狕处滑裂体水平截面的顶宽。

将式（９）、（１０）代入式（１１），得

狓＝犅－
（犅－犛）狕
犎狀

（１２）

将式（８）代入式（１２），得

狓＝犅－
２（犅犺－犃）狕
犎狀犺

（１３）

所以在墙底以上高度为狕处，滑裂体的水平截面面

积为

犃′＝
１

２
（犅＋狓）犺′＝

犅犺
犎狀

狕－
（犅犺－犃）狕２

犎２狀
（１４）

２．１．３ 滑裂体的体积

（１）当犎狀＝犎＋犜时，即挡土墙的高度犎＜犎狀

时，滑裂体的体积犞 为

犞 ＝∫
犎

０
犃′ｄ狕＝∫

犎

０

［犅犺
犎狀

狕－
（犅犺－犃）狕

２

（犎＋犜）
２
］ｄ狕＝

　　
犅犺犎２

２犎狀
－
（犅犺－犃）犎

３

３犎２狀
（１５）

此时犎狀＝犎＋犜，故

犞＝
犅犺犎２

２犎狀
－
（犅犺－犃）犎３

３犎２狀
＝

　　
犅犺犎２

２（犎＋犜）
－
（犅犺－犃）犎３

３（犎＋犜）２
（１６）

（２）当犎狀＝犎 时，即墙高犎 等于界限高度犎狀

时，滑裂体的体积犞狀为

犞狀＝
犅犺犎２狀
２犎狀

－
（犅犺－犃）犎３狀
３犎２狀

＝
１

２
犅犺犎狀－

　　
１

３
（犅犺－犃）犎狀 （１７）

（３）当犎狀＝犎－犜时，即挡土墙的高度犎＞犎狀

时，滑裂体的体积为

犞＝犞狀＋犞犜＝［
１

２
犅犺－

１

３
（犅犺－犃）］犎狀＋

　　犃犜＝（
１

６
犅犺＋

１

３
犃）犎狀＋犃犜 （１８）

此时犎狀＝犎－犜，故

犞＝犞狀＋犞犜＝（
１

６
犅犺＋

１

３
犃）（犎－犜）＋犃犜 （１９）

式中：犞犜 为平衡拱柱段高度犜 的滑裂体的体积，

犞犜＝犃犜。

２．２ 作用在挡土墙上的主动土压力

作用在挡土墙上的主动土压力犘 可按式（２０）

计算

犘＝γ犞犽 （２０）

式中：γ为填土的重度；犽为主动土压力系数，按式

（２１）计算，即

犽＝
（ｃｏｔφｔ－ｔａｎθ）ｓｉｎφｔ

［ｔａｎθ＋ｔａｎ（φｔ＋δ）］ｃｏｓ（φｔ＋δ）
（２１）

（１）当犎狀＜犎 时，作用在挡土墙上的主动土压

力为

犘＝γ［
１

３
（１
２
犅犺＋犃）（犎－犜）＋犃犜］犽＝

　　γ［
１

３
（１
２
犅犺＋犃）（犎－犜）＋犃犜］·

　　
（ｃｏｔφｔ－ｔａｎθ）ｓｉｎφｔ

［ｔａｎθ＋ｔａｎ（φｔ＋δ）］ｃｏｓ（φｔ＋δ）

式中：θ为滑裂土体的滑裂面与挡土墙墙面之间的

夹角，ｔａｎθ＝犺／（犎－犜），则有

犘＝γ［
１

３
（１
２
犅犺＋犃）（犎－犜）＋犃犜］·

　　
［（犎－犜）ｃｏｔφｔ－犺］ｓｉｎφｔ

［犺＋（犎－犜）ｔａｎ（φｔ＋δ）］ｃｏｓ（φｔ＋δ）
（２２）
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根据式（２２），按极值条件
ｄ犘

ｄ（犎－犜）
＝０，可得

（犎－犜）２＋犅１（犎－犜）－犅２＝０，故

犎狀＝（犎－犜）＝
１

２
（－犅２１＋ 犅２１＋４犅槡 ２）

犅１＝
２犺

ｔａｎ（φｔ＋δ）

犅２＝犃犎犺［ｃｏｔφｔ＋ｔａｎ（φｔ＋δ）］／［（
２

３
犃－
犅犺
６
）·

　　ｃｏｔφｔｔａｎ（φｔ＋δ）］＋
犺２

ｃｏｔφｔｔａｎ（φｔ＋δ）

（２）当犎狀＝犎 时，作用在挡土墙上的主动土压

力为

犘＝
１

３
γ（
１

２
犅犺＋犃）犎狀犽＝

１

３
γ（
１

２
犅犺＋犃）·

　　犎狀
（犎狀ｃｏｔφｔ－犺）ｓｉｎφｔ

［犺＋犎狀ｔａｎ（φｔ＋δ）］ｃｏｓ（φｔ＋δ）
（２３）

此时ｔａｎθ＝犺／犎狀。

（３）当犎狀＞犎 时，作用在挡土墙上的主动土压

力为

犘＝γ［
犅犺犎２

２（犎＋犜）
－
（犅犺－犃）犎３

３（犎＋犜）２
］犽＝

　　γ［
犅犺犎２

２（犎＋犜）
－
（犅犺－犃）犎３

３（犎＋犜）２
］·

　　
［（犎＋犜）ｃｏｔφｔ－犺］ｓｉｎφｔ

［犺＋（犎＋犜）ｔａｎ（φｔ＋δ）］ｃｏｓ（φｔ＋δ）
（２４）

此时ｔａｎθ＝犺／（犎＋犜）＝犺／犎狀。

２．３ 土压力作用点位置的确定

土压力犘的作用点距挡土墙墙顶（填土表面）

的距离狔犜 可按式（２５）计算

狔犜 ＝γ犽∫
犎

０
犃′狕ｄ狕／（γ犽∫

犎

０
犃′ｄ狕）＝

　　∫
犎

０
犃′狕ｄ狕／∫

犎

０
犃′ｄ狕 （２５）

（１）当犎狀＜犎 时，滑裂土体的体积可分为２个

部分，在墙高为０～犎狀 的一段，滑裂土体为一楔形

体，任意高度狕处滑裂土体的水平截面面积为犃′，

其值为

犃′＝
犅犺
犎－犜

狕－
犅犺－犃
（犎－犜）２

狕２ （２６）

高度从犎狀＝犎－犜 到犎 的一段，滑裂土体的水平

截面等于平衡拱面积犃，而滑裂土体为高度等于犜

的平衡拱柱段，即此时犃′＝犃，故

∫
犎

０
犃′狕ｄ狕＝犃犜（犎－

１

２
犜）＋∫

犎－犜

０

［犅犺
犎－犜

狕２－

　　
犅犺－犃
（犎－犜）

２狕
３］ｄ狕＝

１

２
犃［犎２－（犎－犜）

２］＋

　　
１

４
（犅犺
３
＋犃）（犎－犜）

２

而∫
犎

０
犃′ｄ狕＝犃犜＋

１

３
（犃＋

１

２
犅犺）（犎－犜），故

狔犜＝｛
１

２
犃［犎２－（犎－犜）２］＋

１

４
（犅犺
３
＋犃）（犎－

犜）２｝／［犃犜＋
１

３
（犃＋

１

２
犅犺）（犎－犜）］ （２７）

（２）当犎狀＝犎 时，有

∫
犎

０
犃′狕ｄ狕＝

１

４
（犅犺
３
＋犃）犎

２

∫
犎
０犃

′ｄ狕＝
１

３
（犅犺
２
＋犃）犎

故

狔犜＝
１

４
（犅犺
３
＋犃）犎２／［

１

３
（犅犺
２
＋犃）犎］＝

　　３（
犅犺
３
＋犃）犎／［４（

犅犺
２
＋犃）］ （２８）

（３）当犎狀＞犎 时，即犎狀＝犎＋犜，有

∫
犎

０
犃′狕ｄ狕＝∫

犎

０

［犅犺
犎＋犜

狕２－
犅犺－犃
（犎＋犜）

２狕
３］ｄ狕＝

　　
犅犺犎３

３（犎＋犜）
－
（犅犺－犃）犎

４

４（犎＋犜）
２

∫
犎

０
犃′ｄ狕＝∫

犎

０

［犅犺
犎 ＋犜

狕－
犅犺－犃
（犎＋犜）

２狕
３］ｄ狕＝

　　
犅犺犎２

２（犎＋犜）
－
（犅犺－犃）犎

３

３（犎＋犜）
２

故

狔犜＝［
犅犺
３
－
（犅犺－犃）犎
４（犎＋犜）

］犎／［
犅犺
２
－

　　
（犅犺－犃）犎
３（犎＋犜）

］ （２９）

３ 算　例

为了对比分析，采用文献［４］中的示例来说明双

剪统一强度理论用于空间主动土压力简化计算的情

况。表１为挡土墙高犎＝４ｍ，墙长犅＝１２ｍ，墙面

竖直，填土表面水平，填土重度γ＝１７ｋＮ·ｍ
－３，内

摩擦角φ０＝３０°，土与墙面的摩擦角δ＝２０°时的计算

结果。

由表１可知，与文献［４］中的结论相似，空间土

压力犘随着中间主剪应力影响系数犫值的增大而

减小。这是由于土体内摩擦角φｔ随着犫值的增大

而增大，土体的抗剪强度随之提高，挡土墙墙背所承

受的主动土压力则随之减小。随着犫值的增大，土
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压力作用点距墙顶的竖直距离狔犜 略有减小，不同

之处在于土压力系数犽随着犫值的增大略有减小。

表１ 不同犫值时挡土墙空间土压力简化计算结果

犜犪犫．１ 犛犻犿狆犾犻犳犻犲犱犆犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀犚犲狊狌犾狋狊狅犳犛狆犪犮犲犈犪狉狋犺

犘狉犲狊狊狌狉犲狊狅狀犚犲狋犪犻狀犻狀犵犠犪犾犾狑犻狋犺犇犻犳犳犲狉犲狀狋犫犞犪犾狌犲狊

犫 ０．０ ０．２ ０．４ ０．６ ０．８ １．０

φｔ／（°） ３０．０００ ３１．４４９ ３２．５７９ ３３．４８５ ３４．２２９ ３４．８５０

犺＇／ｍ ２．８８７４ ２．８３０８ ２．７８９９ ２．７５９０ ２．７３５１ ２．７１５４

犽 ０．４７０９ ０．４６２９ ０．４５６４ ０．４５１０ ０．４４６６ ０．４４２８

犘／ｋＮ ４４６．５１９０４２１．９７０２４０３．５１３０３８９．１１４３３７７．６３７８３６８．２５５９

（犘·犅－１）／

（ｋＮ·ｍ－１）
３７．２０９９ ３５．１６４２ ３３．６２６１ ３２．４２６２ ３１．４６９８ ３０．６８８０

狔犜／ｍ ２．６３８９ ２．６３８３ ２．６３７８ ２．６３７５ ２．６３７２ ２．６３７０

４ 结 语

（１）基于双剪统一强度理论，推导出了空间土压

力简化计算的双剪统一解。算例的分析结果表明：

随着中间主剪应力影响系数犫值的增大，空间土压

力犘减小，土压力系数犽略有减小，土压力作用点

距墙顶的竖直距离狔犜 略有减小。

（２）通过算例对比可以看出，由于采用简化计算

时滑裂体的界限高度 犎狀 变大，本文的计算结果与

文献［４］中的结果相比均偏大，且土压力系数犽随着

犫值的增大而略减，与文献［１０］中犽随犫值的增大

而略增不同。

（３）双剪统一强度理论覆盖了现有的各种强度

理论，适用于各类材料。对岩土类材料，根据土质的

指标及土质情况取适当的犫值，可得到更为合理的

结果。
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