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基于有限变形理论的犃犖犛犢犛几何

非线性算法缺陷分析

高陈燕，尹冠生，马　超
（长安大学 理学院，陕西 西安　７１００６４）

摘要：基于有限变形理论对ＡＮＳＹＳ定义的应变、应力与物体真实应力之间的关系、位形、不平衡力

的几何非线性计算等方面进行了详细分析，并针对 ＡＮＳＹＳ中的杆件单元 Ｌｉｎｋ８和平面单元

Ｐｌａｎｅ４２，通过算例计算结果与理论解的对比，指出了ＡＮＳＹＳ几何非线性算法的不足，即在计算过

程中没有考虑到应变、应力的共轭关系，只是一种近似的非线性计算。
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０ 引　言

由于线性问题和通常的材料非线性问题均隐含

有小变形假定，结构的几何非线性问题一直是非线

性力学的研究热点之一。在有限元求解中假定在加

载过程中单元的几何形状保持不变，而在工程实际

中这种假设往往不成立。因此在几何方程和平衡方

程中就必须考虑结构变形的影响，即几何非线性问

题。ＡＮＳＹＳ有限元软件提供了计算大变形问题的

功能。

有限变形理论是解决几何非线性问题的精确理

论。在小变形力学中，应力、应变只有一种定义，而

在有限变形理论中应力、应变的定义有很多种，但必

须在满足能量共轭原理的前提下成对地使用，例如

Ｌａｇｒａｎｇｅ应变与第二 ＰｉｏｌａＫｉｒｃｈｈｏｆｆ应力共轭。

当采用 Ｌａｇｒａｎｇｅ应变和第二 ＰｉｏｌａＫｉｒｃｈｈｏｆｆ应

力，并且始终以初始时刻的位形作为描述物体位形

的参考构形时，这种方法称为完全的拉格朗日法



（ＴｏｔａｌＬａｇｒａｎｇｅ法，以下简称ＴＬ法）。而以狋犽 时

刻的位形作为描述狋犽＋１时刻的物体位形的参考构形

时，这种方法称为修正的拉格朗日法（ＵｐｄａｔｅｄＬａ

ｇｒａｎｇｅ方法，以下简称ＵＬ法）。ＵＬ法需要不断地

修正参考构形［１］。本文中笔者运用有限变形理论对

ＡＮＳＹＳ的几何非线性性能进行了研究，并通过算

例对 ＡＮＳＹＳ单元的计算结果与其理论解进行比

较，指出ＡＮＳＹＳ几何非线性单元的理论缺陷与计

算上的不足之处。

１ 有限变形理论

凡考虑位移与应变的非线性关系或采用大应变

理论均属于几何非线性问题，几何非线性问题包括

大位移小应变问题和大位移大应变问题，几何非线

性问题采用有限变形理论来解决［２］。在有限变形中

对应不同的参考构形和物理含义，应力和应变有多

种形式，如 Ｌａｇｒａｎｇｅ（Ｇｒｅｅｎ）应变和第二 Ｐｉｏｌａ

Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ（Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ）应力
［３］。

Ｌａｇｒａｎｇｅ应变
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式中：狌犻、狌犼、狌犽 分别为狓、狔、狕轴方向的位移。计算

Ｌａｇｒａｎｇｅ应变时，狌犻 被看作是初始位形内质点位

置的函数。

第二ＰｉｏｌａＫｉｒｃｈｈｏｆｆ应力
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式中：ｄ犜犼为作用在变形后构形的面元上的力矢量；

ｄ犃０为物体在０时刻的一个有向面微元；狀０犼 为法线

方向矢量；狓为初始构形下的坐标；犡 为变形后构形

下的坐标；犛为第二ＰｉｏｌａＫｉｒｃｈｈｏｆｆ应力张量。

在有限变形理论中定义的应力、应变，并不是任

何一种应力与任何一种应变都能满足虚功原理。一

种应力只有和它相匹配的应变对才能满足虚功原

理，称为共轭应力应变对。其中第二ＰｉｏｌａＫｉｒｃｈ

ｈｏｆｆ应力与Ｌａｇｒａｎｇｅ应变就是共轭对。在 ＴＬ法

中采用的就是这对共轭应力应变。

２ 犃犖犛犢犛的几何非线性

２．１ 应　变

图１为ＡＮＳＹＳ的变形示意图。设物体上有犃

和犅 两点，以犃 点为原点犗，以犃犅连线所在的直

图１ 犃犖犛犢犛的变形示意

犉犻犵．１ 犇犻犵狉犪狆犺狅犳犃犖犛犢犛犇犲犳狅狉犿犪狋犻狅狀

线为狓 轴，建立直角坐标系。ｄ犔是变形前犃、犅两

点的距离，ｄ犾是变形后犃、犅′的距离，ｄ狉＝（ｄ狌，ｄ狏，

ｄ狑），由此可得：ｄ犾＝ （ｄ犔＋ｄ狌）２＋（ｄ狏）２＋（ｄ狑）槡
２。

ＡＮＳＹＳ中采用的应变定义为
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式中：狌、狏、狑为狓、狔、狕轴方向的挠度。

由此可以看出，ＡＮＳＹＳ的应变定义为式（３），

近似表达式为式（５）、（６）。ＡＮＳＹＳ分析中仅把式

（５）看作式（３）的低阶近似，而式（６）比式（５）有着更

高的精度。这完全是一种近似几何非线性。

２．２ 几何刚度矩阵

设犓犻为刚度矩阵；犛犻 为应力刚度矩阵，则ＡＮ

ＳＹＳ的切线刚度矩阵犓为

　　　　　犓＝犓犻＋犛犻 （７）

　　　　 犓犻 ＝∫犅
Ｔ
犻犇犻犅犻ｄ狏 （８）

　　　　　犛犻 ＝∫犌
Ｔ
犻τ犌犻ｄ狏 （９）

式中：犅犻 为应变矩阵；犇犻 为弹性矩阵；犌犻 为单元形

函数导数矩阵；τ为柯西矩阵；犅犻、犇犻、犌犻、τ都是在当

前位形下计算的。
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Ｌｉｎｋ８杆单元的应力刚度矩阵为
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熿
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燄
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式中：犉为力。

由于Ｌｉｎｋ８单元采用了近似应变式（６），使得其

应力刚度矩阵在杆轴线方向上不恰当地设成为０。

在ＡＮＳＹＳ中２Ｄ和３Ｄ单元的应力刚度矩阵

是通过数值积分产生的。以３Ｄ单元Ｓｏｌｉｄ４５为例

说明在ＡＮＳＹＳ中应力刚度矩阵产生的过程。

应力刚度矩阵犛为
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式中：σ为应力；犖１～犖犵 为形函数。

σ狓、σ狓狔等应力值都是由前一次迭代计算得到的

位移值来计算得到的。文献［４］中认为，由此计算所

得到的应力就是柯西应力，但实际上这并不是柯西

应力，因此ＡＮＳＹＳ中的平衡方程式是不正确的，这

点也可由Ｌｉｎｋ８单元的源程序进一步证明
［５］。

３ 计算实例与分析

在进行几何非线性计算时，文献［４］中指出，

ＡＮＳＹＳ单元的理论依据就是有限变形理论中的

ＵＬ法，而这种说法并不正确。本文中笔者将采用

比较简单的算例，将理论解和用 ＡＮＳＹＳ单元的计

算结果进行比较。由有限变形理论计算得到理论解

（用数学软件 Ｍａｔｌａｂ计算），因为是精确解，所以

ＴＬ法的计算结果与 ＵＬ法的计算结果应该一致，

本文中采取ＴＬ法进行计算。

３．１ 杆单元的比较

ＡＮＳＹＳ中采用了支持非线性的 Ｌｉｎｋ８杆单

元。本文中算例采用常用来说明几何非线性问题的

跃变结构示例，如图２所示。由于模型简单，可以推

导出节点２的理论解。

图２ 跃变结构

犉犻犵．２ 犜狉犪狀狊犻狋犻狅狀犛狋狉狌犮狋狌狉犲

设在初始位形下的杆长、截面积、弹性模量及杆

与水平线之间夹角分别为犔０、犃０、犈０、θ０，在力犘作

用下达到平衡时分别变为犔ｔ、犃ｔ、犈ｔ、θｔ，铰２的垂直

位移为狏。假设材料的弹性模量在初始位形为参考

位形时保持不变，亦即认为在Ｌａｇｒａｎｇｅ坐标系中弹

性模量为常量：犈０＝犈ｔ＝犈Ｌ。在杆单元的初始位形

上建立局部坐标系（图２）。杆单元１２、端点２的轴

向和法向的位移分别为狌′和狏′，则

狌′＝－狏ｓｉｎθ０，狏
′＝－狏ｃｏｓθ０

容易导出杆的Ｌａｇｒａｎｇｅ应变为

犈狓狓＝
狌

′

狓
′＋
１

２
［（狌
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　　－
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２
（狏
犔０
）２ （１１）

杆的Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ应力为

犛狓狓＝犈Ｌ犈狓狓 （１２）

由此可得，杆的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ应力对应的伪轴向

力为

犖０＝犛狓狓犃０＝犈Ｌ犃０［－
狏
犔０
ｓｉｎθ０＋

１

２
（狏
犔０
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当采用有限元法研究上述问题时，可得现时构

形中的真实轴内力为

犖＝
犔ｔ
犔０
犖０＝犈Ｌ犃０

犔ｔ
犔０
［－
狏
犔０
ｓｉｎθ０＋

１

２
（狏
犔０
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因为现时构形中真实的轴向力是沿着现时杆单

元轴向方向的，所以由铰２的平衡得

２犖
犔０ｓｉｎθ０－狏

犔ｔ
＋犘＝０ （１５）

将式（１５）代入式（１６），整理得最后平衡方程

犘
犈Ｌ犃０

＝
狏
犔０
（狏
犔０
－ｓｉｎθ０）（

狏
犔０
－２ｓｉｎθ０） （１６）

当狏
犔０
＝（１±

１

槡３
）ｓｉｎθ０ 时，犘取得极值。

ＡＮＳＹＳ中用１个Ｌｉｎｋ８单元模拟１根杆，用
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Ｌｉｎｋ８单元计算所得的节点２位移与用式（１６）计算

得到的理论解进行比较。３个节点的坐标分别为１

（－１００ ｍｍ，０ ｍｍ，０ ｍｍ）、２（０ ｍｍ，１０ ｍｍ，

０ｍｍ）、３（１００ｍｍ，０ｍｍ，０ｍｍ）。节点１和节点２

的狓、狔、狕轴方向的位移约束为０，节点３的狕轴方

向的位移约束为０。杆的横截面积为１ｍｍ２，弹性

模量犈＝２．０ＭＰａ。施加１个狔轴方向的力犘。在

该算例中，当荷载逐渐加大到一定值时，两杆会突然

发生跃变，位移突然增大很多。用式（１６）计算出的

跃变点荷载为犘＝±７５８．３９６Ｎ。

表１为节点２位移采用Ｌｉｎｋ８单元计算的结果

和采用式（１６）计算的理论解（用数学软件 Ｍａｔｌａｂ计

算所得）。当荷载达到８００Ｎ时，很明显位移发生了

跃变。

表１ 不同荷载时节点２的位移

犜犪犫．１ 犇犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋狊狅狀犖狅犱犲２狑犻狋犺犇犻犳犳犲狉犲狀狋犔狅犪犱狊

荷载／Ｎ 理论解位移／ｍｍ Ｌｉｎｋ８单元位移／ｍｍ

４００ １．２３９７ １．２２３

５００ １．６６７５ １．６２４

６００ ２．２０３３ ２．０８６

７００ ２．９９５６ ２．９０４

７５５ ３．８５４０ ３．５０９

７６０ ２１．５２０５ ３．５７８

８００ ２１．５８７７ 发散

　　从表１可以看出，所施加的荷载远离跃变点时，

ＡＮＳＹＳ单元的计算结果与理论的计算结果较接

近，在跃变点附近计算结果相差很大，理论解在荷载

为７５５Ｎ处出现跃变，而ＡＮＳＹＳ单元的计算结果

在荷载为７６０Ｎ才出现跃变，甚至出现不收敛。这

都说明了采用Ｌｉｎｋ８杆单元计算的不足。

３．２ 平面单元的比较

本文中引用文献［２］中的算例对平面单元进行

了拉伸计算，ＡＮＳＹＳ中采用４节点平面单元———

Ｐｌａｎｅ４２单元计算。Ｐｌａｎｅ４２单元具有支持应力刚

度矩阵、大转动、大应变等功能。该算例的几何结构

为一长２０ｃｍ、宽１ｃｍ、厚度０．１ｃｍ的平板，弹性模

量犈＝２×１０２ ＭＰａ。平板左端固定，右端施加力荷

载或位移荷载。在ＡＮＳＹＳ中采用２０个４节点的

平面单元来模拟该平板，模型见图３。

图３ 平面单元受力

犉犻犵．３ 犉狅狉犮犲狊狅犳犘犾犪狀犲犈犾犲犿犲狀狋

由于该算例是个简单的拉伸问题，可以得到有

限变形理论的理论解。

Ｌａｇｒａｎｇｅ应变为

ε＝狌，狓＋狌
２
，狓／２ （１７）

Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ应力为

犛＝犈ε

式中：犈假设对初始位形不变。

Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ内力为

犖＝犛犃０

式中：犃０ 为初始面积。

杆的真实内力为

犳ｃ＝∫犞０
珚犅Ｔ犛ｄ犞０ ＝犖（１＋狌，狓） （１８）

由真实内力（柯西应力）与外荷载犘平衡得

犘＝犖（１＋狌，狓）

故有理论解

犘
犈犃０

＝（１＋狌，狓）ε＝（１＋狌，狓）·

　　（狌，狓＋狌
２
，狓／２） （１９）

３．２．１ 力荷载

表２ 为在拉伸荷载作用下理论解和采用

Ｐｌａｎｅ４２单元计算板伸长量的结果比较。当外荷载

犘大于３４２００Ｎ时，采用Ｐｌａｎｅ４２单元不收敛。

表２ 拉伸并施加不同力荷载时板的伸长量

犜犪犫．２ 犘犾犪狋犲犈犾狅狀犵犪狋犻狅狀狑犻狋犺犇犻犳犳犲狉犲狀狋犜犲狀狊犻犾犲狊犪狀犱犔狅犪犱狊

荷载／

Ｎ

理论解

伸长量／

ｃｍ

Ｐｌａｎｅ４２单元

伸长量／

ｃｍ

荷载／

Ｎ

理论解

伸长量／

ｃｍ

Ｐｌａｎｅ４２单元

伸长量／

ｃｍ

１０００ ０．１９７ ０．２０２ １７０００ ２．７８５ ３．７０５

３０００ ０．５７４ ０．６０９ １９０００ ３．０５７ ４．１８１

５０００ ０．９３２ １．０２７ ２１０００ ３．３２０ ４．６６６

７０００ １．２７４ １．４５４ ２３０００ ３．５７６ ５．２０９

９０００ １．６００ １．８９２ ２５０００ ３．８２４ ５．７３２

１１０００ １．９１３ ２．３４２ ２７０００ ４．０６６ ６．２７１

１３０００ ２．２１４ ２．７７７ ２９０００ ４．３０２ ６．７６７

１５０００ ２．５０５ ３．２３７ ３３０００ ４．７５７ ７．８６２

３．２．２ 位移荷载

笔者在经过对给定的力荷载的情况进行比较

后，又对给定位移荷载的情况进行了比较。表３为

采用Ｐｌａｎｅ４２单元计算在拉伸时施加不同位移荷载

时最右侧节点所受的节点反力。

从表２中可以看出，当荷载越大时，用Ｐｌａｎｅ４２

单元计算所得的结果与理论解的偏差越来越大。从

表３中可以看出，当位移荷载越来越大时，用 ＡＮ

ＳＹＳ中的Ｐｌａｎｅ４２单元计算所得的节点反力与理论

解之间的差距越来越大。
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表３ 拉伸并施加不同位移荷载时板的节点反力

犜犪犫．３ 犖狅犱犪犾犚犲犪犮狋犻狅狀犉狅狉犮犲狑犻狋犺犇犻犳犳犲狉犲狀狋犜犲狀狊犻犾犲狊犪狀犱

犇犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋犔狅犪犱狊

位移／

ｃｍ

理论解

节点反力／

Ｎ

Ｐｌａｎｅ４２单元

节点反力／

Ｎ

位移

／ｃｍ

理论解

节点反力／

Ｎ

Ｐｌａｎｅ４２单元

节点反力／

Ｎ

０．５ ２５９８．７ ２４６９．１ ６．０ ４４９３２．２ ２６０８７．０

１．０ ５３９０．０ ４８７８．０ ７．０ ５５６２３．０ ２９７８７．０

２．０ １１５６９．２ ９５２３．８ ８．０ ６７３３０．４ ３３３３３．０

３．０ １８５７５．２ １３９５３．０ ９．０ ８００９１．１ ３６７３５．０

４．０ ２６４４６．０ １８１８２．０ ９．５ ８６８７８．５ ３８３８４．０

５．０ ３５２１９．０ ２２２２２．０ １０．０ ９３９４３．５ ４００００．０

　　从表２、３中还可以看出，ＡＮＳＹＳ单元的计算

结果与理论解存在着差异，并且这种差异是有一定

规律的。当拉伸时，用有限变形理论计算的理论解

的载荷与位移比值大于相应的ＡＮＳＹＳ单元计算的

比值，并且随着拉伸幅度的增加，比值的差值也增

大。这主要是由于算法的原因造成的［６７］。在ＡＮ

ＳＹＳ的计算方法中没有考虑到应力在不同位形下

的计算需要进行应力之间的转化，材料矩阵也没有

更新。由于随着荷载的增加，物体的变形也越大，其

位形与初始位形的差异也越大，使得弹性矩阵犇的

差别也越大，造成荷载与位移比值的差值越大。

４ 结 语

（１）ＡＮＳＹＳ计算的结果与有限变形理论计算

的结果存在着差异，并且这种差异是随着变形的增

大而不断增大。文献［４］中指出，ＡＮＳＹＳ中的单元

大变形计算都是基于有限变形理论的。

（２）在 ＡＮＳＹＳ的计算过程中并没有把 Ｌａ

ｇｒａｎｇｅ应变计算得到的Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ应力转化为柯西

应力，而只是简单的由应变计算得到的应力当作柯

西应力，即 ＡＮＳＹＳ定义的应力与应变不满足共轭

关系，所以不可能建立起正确的平衡方程。ＡＮＳＹＳ

计算得到的应力与现时位形下的应力即柯西应力不

存在转换关系。

（３）ＡＮＳＹＳ的几何非线性算法只是近似的几

何非线性算法，只有在变形不是很大的情况下，ＡＮ

ＳＹＳ的计算值才能较好地逼近真实的位移解。这

就是ＡＮＳＹＳ中几何非线性算法中的不足之处。
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