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非均布荷载作用下煤柱顶板系统的失稳分析
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摘要：针对实际工程中作用在煤柱顶板系统上的荷载为非均布荷载的现象，研究了煤柱顶板系统

在非均布荷载下的失稳机制。基于温克尔假设，把坚硬顶板视为弹性梁，把煤柱等效为连续均匀分

布的支撑弹簧，从而形成煤柱顶板相互作用系统的力学模型；基于尖点突变理论，对采空区煤柱

顶板系统失稳机理进行了探索，导出了该系统失稳的充要力学判据，并得出了顶板破坏的临界厚

度；同时，分析了影响系统失稳的主要参数，并给出了若干工程建议；最后以甘肃省某煤矿为例，计

算了该矿体的临界顶板厚度。所得结果为进一步研究煤柱顶板系统的失稳机制和制定相关规范

提供了参考。
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０ 引　言

在所有非线性研究的理论中，突变理论在地质

工程中的应用较广泛。突变理论之所以在工程地质

学中有如此广泛的应用，是因为地质工程中的许多

失稳破坏现象，如滑坡、矿层失稳、矿井顶板的变形

失稳、地下硐室岩爆、矿井断层冲击地压、岩溶塌陷

等，基本上都是突然在相对很短的时间内发生的，这

正好符合突变理论所研究的范畴。自从将突变理论

应用于分析煤柱顶板系统动力失稳分析之后，中国

一些学者在这个领域进行了深入研究，并取得了可

喜的成果。目前，对矿柱的稳定性分析已从单纯的

强度理论，向围岩组成的力学平衡系统的失稳研究

方向发展。秦四清等［１］、徐曾和等［２３］应用突变理论

研究了对称开采时煤柱顶板模型的失稳及其延迟

效应。李宏等［４］研究了非对称开采时矿柱顶板模

型的理论解。从总体上看，各位学者都将垂直荷载

近似为均布荷载，但在实际工程中，因上覆土层和矿

层厚薄不均，垂直荷载显然为非均布荷载［５７］。基于

此，本文中笔者对在非均布荷载作用下的煤柱顶板

系统动力失稳的机制进行了探索。

１ 力学简化模型

应用柱式采煤方法，采空区内留下大量的煤柱，

这些煤柱支撑着坚硬难冒顶板岩体，见图１。随着

开采的进行，坚硬顶板的厚度不断变薄，当达到某一

临界值时，顶板在上层岩土和自身的重力作用下，产

生大面积突然冒落，引发矿山灾害的发生。笔者从

力学理论角度来研究煤柱顶板的塌陷破坏机理，有

助于在更深层次上认识坚硬难冒顶板大面积一次性

冒落这一矿山压力现象的本质，以便寻求解决顶板

冒落的工程控制问题。

图１ 采空区垂直剖面
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实际情况是很复杂的，在进行系统失稳分析之

前必须抽象出一个合理的简化模型。不妨将坚硬顶

板简化为深梁，将每个煤柱视为相同的受压弹性直

杆，其弹性模量为犈０，高度为 犎。假设煤柱是等距

分布的，可以将这些等距分布的弹性直杆近似地等

效成连续分布的温克尔弹性基础，记等效弹性地基

系数为犽，则有犽＝犈０／犎。煤柱顶板系统的力学简

化模型如图２所示。

图２ 煤柱顶板系统的力学简化模型
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２ 非均布荷载作用下近似挠度的求解

在实际地质工程中，垂直荷载是任意形式的，不

妨将上覆不均匀岩土层引起的垂直荷载取为均布荷

载和半周期正弦函数形式荷载之和，即

狇（狓）＝犮１＋犮２ｓｉｎ（π狓／犾） （１）

式中：狇（狓）为非均布荷载；犾为顶板总长度；犮１、犮２ 为

确定非均布荷载的任意常数。

弹性地基对顶板的作用荷载狆为

狆＝犽狑 （２）

式中：狑为顶板挠度。

由图２可知，煤柱顶板系统的端部固支，其边

界条件为狑｜狓＝０，犾＝０，
ｄ狑
ｄ狓 狓＝０，犾

＝０，故可设梁的挠度

曲线方程为

狑＝
狌
２
（１－ｃｏｓ

２π狓
犾
） （３）

式中：狌为位移参数，等于挠度峰值狑ｍａｘ。

弹性地基上顶板的应变能［８］为

犝 ＝
犈犐
２∫

犾

０

（ｄ
２狑

ｄ狓２
）２ｄ狓＝２狌

２犈犐π
４

犾４
·

　　∫
犾

０
ｃｏｓ（

２π狓
犾
）ｄ狓＝

π
４犈犐

犾３
狌２ （４）

式中：犈为梁的弹性模量；犐为顶板横截面对中心轴

的转动惯量，犐＝犫犺３／１２，犫为顶板宽度，犺为顶板

厚度。

对顶板而言，外力由作用在顶板上的非均布荷

载和弹性地基反力两部分构成，则外力做功可以表

示为
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犔＝∫
犾

０
狇狑ｄ狓＋∫

犾

０
狆狑ｄ狓＝∫

犾

０

（狆＋狇）狑ｄ狓＝

　　
犾
２４π
（１２犮１π＋３２犮２＋９犽π狌）狌 （５）

顶板的总势能Π为顶板应变能和外力做功之

和，其表达式为

Π＝犝－犔＝
π
４犈犐

犾３
狌２－

犾
２４π
（１２犮１π＋

　　３２犮２＋９犽π狌）狌 （６）

根据最小势能原理有δΠ＝０，对式（６）求变分可

得挠度曲线中的位移参数狌为

狌＝
２犾４（３犮１π＋８犮２）

３π（８π
４犈犐－３犽犾４）

（７）

将式（７）代入式（３）中，可得顶板的挠度为

狑＝
（３犮１π＋８犮２）犾

４

３π（８π
４犈犐－３犽犾４）

（１－ｃｏｓ
２π狓
犾
） （８）

３ 突变模型的建立

３．１ 系统势能函数的求取

对式（６）按狌的幂次排列，得到顶板总势能的表

达式为

Π＝犝－犔＝ （
π
４犈犐

犾３
－
３犽犾
８
）狌２－（

犮１犾

２
＋
４犮２犾

３π
）狌 （９）

不难发现，式（９）并非尖点突变的标准形式，这

是由于式（９）中求顶板应变能时做了一定的近似造

成的。其实，顶板的精确应变能［９］表达式应为

犝 ＝
犈犐
２∫

犾

０

（ｄ
２狑

ｄ狓２
）２ １＋（

ｄ狑
ｄ狓
）槡
２ｄ狓 （１０）

这样，将式（１）代入式（１０），然后对式（１０）做

Ｔａｙｌｏｒ级数展开可得

犝＝（
２π

４犈犐

犾３
－
８π

６犈犐

犾３
＋
３２π

８犈犐

１５犾１３
）狌２＋

　　（
４π

８犈犐

３犾５
－
６４π

１０犈犐

１５犾１５
）狌４＋犗（狌６） （１１）

所以顶板的总势能为

Π＝犝－犔＝－
３８６９１０犈犐

犾５
狌４＋（

１７８７３犈犐

犾３
－

　　
３犽犾
８
）狌２－

（３犮１π＋８犮２）犾
６π

狌＋犗（狌６） （１２）

笔者感兴趣的是狌２ 及狌均很小的情况，因此可

以确定４次项是不为０的最低次项，故可略去６次

及其以上的项，而不会影响顶板总势能Π在原点附

近的形态。

３．２ 尖点突变模型的建立

对式（１２）做变量代换，将其转化为尖点突变的

标准 形 式，若 令 狓＝ （３８３９１０犈犐／犾５）１
／４狌，α＝

３犽犾／８－１７８７３犈犐／犾３

（３８６９１０犈犐／犾５）１
／２
，β＝

（３犮１π＋８犮２）犾／（６π）

（３８６９１０犈犐／犾５）１
／４
，则系

统总势能可化为以α、β为控制变量，以狓为状态变

量的尖点突变模型，即

Π＝－（狓
４
＋α狓

２
＋β狓） （１３）

所以，流形曲面的方程为

４狓３＋２α狓＋β＝０ （１４）

三次代数方程式（１４）的解依赖于２个参数α和

β，即有狑＝狑（α，β），其为如图３所示的流形曲面。

根据突变理论［１０１１］，式（１４）的解与尖点突变模型有

关。流形曲面在控制参数平面的投影称之为分岔点

集（图４），式（１４）的分岔点集方程为

图３ 流形曲面

犉犻犵．３ 犕犪狀犻犳狅犾犱犆狌狉狏犲犱犛狌狉犳犪犮犲

图４ 控制参数平面上的分岔点集

犉犻犵．４ 犅犻犳狌狉犮犪狋犻狅狀犘狅犻狀狋犛犲狋犻狀犆狅狀狋狉狅犾犘犪狉犪犿犲狋犲狉犘犾犪狀犲

８α
３＋２７β

２＝０ （１５）

将α、β代入式（１５）中可得

８×［（
３犾犽
８
－
１７８７３犈犐

犾３
）（３８６９１０犈犐／犾５）－

１
２］３＋

　 ２７×［
（３犮１π＋８犮２）犾
６π

（３８６９１０犈犐／犾５）－
１
４］２＝０ （１６）

由突变理论可知，势函数仅在分叉点集上有退

化的临界点。因此上述力学模型系统在各参数满足

式（１６）时是不稳定的，可能出现由一个平衡状态突

变到另一个平衡状态的情况，在实际地质工程中则

体现为结构体系突变失稳。对顶板厚度犺变化时煤

柱顶板系统的突然失稳问题，可将犐＝犫犺３／１２代入

式（１６）得
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８×（
３犾犽
８
－
１７８７３犈犫犺３

１２犾３
）３＋

　　２７×（
３犮１π＋８犮２
６π

）２３８６９１０犈犫犺
３

１２犾
＝０ （１７）

对式（１７）进行适当变换可得

１７８７３犈犫

１２犾３
犺３－

３

２
×（
３犮１π＋８犮２
６π

）
２
３·

　　（
３８６９１０犈犫
１２犾

）
１
３犺－

３犾犽
８
＝０ （１８）

式（１８）就是最终的系统分叉点集表达式。不难

发现，式（１８）为顶板厚度犺的三次方程，求解该方程

即可初步确定顶板的临界厚度。值得指出的是，实

际顶板厚度小于依据式（１８）确定的临界厚度为煤

柱顶板系统失稳的必要条件而非充分条件。

４ 失稳条件

４．１ 失稳的必要条件和临界厚度

由图４和式（１４）可知，只有α＜０时煤柱顶板

系统才可能跨越分叉点集发生突变。注意到由式

（１３）到式（１４）时在方程等号两边都改变了系数的符

号，所以在这里应该是α≥０时该系统才可能发生突

变，由此可得失稳的必要条件为

３犽犾
８
－
１７８７３犈犐

犾３
≥０ （１９）

将犐＝犫犺３／１２代入式（１９）得

９犽犾４－３５７４６犈犫犺３≥０ （２０）

对式（２０）进行适当变换，则可得到顶板的临界

厚度为

犺≤

３

９犽犾４

３５７４６槡 犈犫
（２１）

即当顶板厚度小于临界厚度时，煤柱顶板系统可

能发生动力失稳，同样，此处获得的顶板临界厚度仍

然为煤柱顶板系统失稳的必要条件而非充分条件。

４．２ 失稳的充分条件

当顶板的有效厚度犺逐渐减小到其临界值［式

（１８）］，同时常参数α＜０［式（２１）］时，则可穿越分岔

点集（图４）。根据突变理论，顶板的塌陷位移（煤柱

的压缩位移）狑将产生突跳，顶板产生极限点失稳，

煤柱顶板系统完全塌陷。结合式（１８）和式（２１），

可得煤柱顶板系统失稳的充分条件为

１７８７３犈犫

１２犾３
犺３－

３

２
（３犮１π＋８犮２

６π
）
２
３·

　　（
３８６９１０犈犫
１２犾

）
１
３犺－

３犾犽
８
＝０

犺≤

３

９犽犾４

３５７４６槡

烍

烌

烎犈犫

（２２）

依据式（２２）的第１式可初步确定顶板的临界厚

度，同时，煤柱顶板系统失稳必须在式（２２）的第２

式所限制的范围内发生。因此，最终的顶板临界厚

度应为式（２２）的２个表达式所确定值中的较大者。

不难发现，煤柱顶板系统发生失稳与否不仅取决

于顶板的厚度犺、长度犾、宽度犫、弹性模量犈、弹性地

基系数犽，而且还与上覆岩土层对顶板产生的荷载

的分布形式犮１、犮２ 密切相关。对于顶板而言，顶板

越长、弹性模量越小、宽度越小、厚度越小，越易于发

生突变失稳；对于煤柱而言，弹性模量越小、高度越

大，越易于发生突变失稳。

５ 算例分析

以甘肃省河西走廊北侧的某矿体为例进行分

析。根据该矿的岩层和煤层工程地质及采空区的实

际情况，近似地将采空区视为矩形区域，坚硬顶板长

度犾＝２００ｍ，宽度犫＝６０ｍ。顶板岩石为粗砂岩，弹

性模量犈ｓ＝４ＧＰａ，泊松比ν＝０．２４，顶板岩石极限

抗拉强度［σｓ］＝１０．３７ ＭＰａ。煤柱的高度 犎＝

２０ｍ，弹性模量 犈０ ＝０．８ ＧＰａ，峰值抗压强度

［σｍ］＝１９．９ＭＰａ。作用在顶板上总的非均布载荷

可近似为狇＝犮１＋犮２ｓｉｎ（π狓／犾）＝１０＋５ｓｉｎ（π狓／２００）。

则弹性地基系数犽＝犈０／犎＝４０ＭＰａ·ｍ
－１。由式

（１８）可确定顶板的临界厚度，即

１７８７３×４×１０９×６０

１２×２００３
犺３－

３

２
×（
３×１０π＋８×５

６π
）
２
３·

（３８６９１０×４×１０
９×６０

１２×２００
）
１
３犺－
３×２００×４×１０７

８
＝０ （２３）

求解方程式（２３），可初步确定顶板的临界厚度

为犺＝４．１ｍ。

由式（２１）可得矿层顶板的厚度为

犺≤

３

９犾４犽
３５７４６槡 犈犫

＝４．０６４ｍ≈４ｍ （２４）

比较式（２３）、（２４）的结果，取较大者犺＝４．１ｍ

作为顶板的临界厚度，即当犺＜４．１ｍ时煤柱顶板

系统将发生失稳坍塌。

６ 结 语

（１）针对实际工程中作用在煤柱顶板系统上的

荷载为非均布荷载的现象，笔者探讨了在非均布荷

载作用下煤柱顶板系统的失稳机制，并给出了相应

的失稳判据；同时，在失稳判据的基础上进一步确定

了采空区顶板的临界厚度。其中，顶板临界厚度由

分岔点集的方程确定，同时还应满足常参数α＜０的

０４ 建筑科学与工程学报　　　　　　　　　　　　　　　２００８年



条件。

（２）煤柱顶板系统失稳是多种因素相互作用的

结果，除与煤柱和顶板的材料属性及几何尺寸相关

外，还与其所承受的荷载类型有关。一般来说，对于

顶板而言，顶板越长、弹性模量越小、宽度越小、厚度

越小，越易于发生突变失稳；对于煤柱而言，弹性模

量越小、高度越大，越易于发生突变失稳。在荷载分

布类型方面，考虑荷载的非均匀分布为煤柱顶板系

统的精细化分析和设计奠定了基础。

（３）为煤柱顶板系统失稳进一步研究和相关规

范的制定提供了参考，同时，所得结果简单易懂，便

于工程应用，为工程中合理布置采场、控制采空程度

提供了依据。
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