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摘要：根据实际悬挂缆索的受力情况推导了缆索悬挂曲线满足的微分方程；采用数值方法分别计算

了在不同情况下考虑抗弯刚度时缆索的悬挂线形，并与采用悬链线理论计算的结果进行了对比。

结果表明：在确定的物理特性下，缆索的悬挂线形与缆索的抗弯刚度和无应力长度有关；无应力长

度越长时，缆索的悬挂线形越接近悬链线理论的计算结果。所得的计算结果可以为实际缆索结构

精确计算模型的建立提供参考。
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０ 引　言

在现代桥梁中，采用缆索体系的桥梁，如斜拉

桥、悬索桥以其跨越能力大且造型优美而著称。对

于一根确定了材料特性和几何特性的细长缆索，缆

索张力决定了缆索的线形。当假定缆索是完全柔性

（即不考虑缆索的抗弯刚度）时，可以采用悬链线理

论求解出缆索的精确线形，求解方法可以采用直角

坐标系方程［１］或者参数方程［２３］。

在现代缆索支承桥梁中所有缆索的基本元件都

是由具有比普通钢材抗拉强度大得多的钢丝通过一

定的方式紧密排列在一起后组成的，因此实际上是

具有一定抗弯刚度的［４］。当一根细长缆索的张力很

大、垂度很小时，索曲线的曲率很小，相对于缆索张



力来说，抗弯刚度对索曲线的线形影响很小。但当

缆索的垂度较大时，索曲线的曲率相对较大，则抗弯

刚度对索曲线的线形是有一定的影响的。Ｋｎｕｄ

ｓｏｎ
［５］与Ｉｒｖｉｎｅ

［６］研究了缆索抗弯刚度对悬挂线形

的影响，他们假定悬索的自重是沿弦长分布而不是

沿弧长分布，得到了考虑抗弯刚度时缆索的曲线微

分方程，并给出了解析解，但在这种情况下只有当缆

索的垂跨比很小时得到的结果才是接近于缆索的真

实线形的［７１０］。

本文中笔者研究了考虑抗弯刚度且缆索自重沿

弧长分布的实际缆索结构，根据缆索微段上的力学

平衡条件推导了缆索曲线满足的微分方程组；建立

起的微分方程组无解析解，采用数值积分方法求解

出了考虑抗弯刚度时缆索在不同状态下的线形；通

过与悬链线理论计算曲线线形的对比，得出了一些

有意义的结论。本文的研究结果可以为缆索体系结

构桥梁精细化模型的建立提供参考。

１ 计算原理

本文的分析计算中对于缆索采用的假设如下：

①缆索材料为线弹性，本身无塑性变形且满足虎克

定律；②不考虑缆索横截面在变形前后的变化；③主

缆的自重沿弧长分布，但变形前后满足质量守恒定

律；④缆索微段的力学特性与欧拉柏努利梁的力学

特性相同。

已知１根缆索无应力长度为狊０，沿弧长每延米

的自重为狇，弹性模量为犈，截面面积为犃，截面抗弯

惯性矩为犐。缆索两端点水平高度相同且铰接悬挂

时在自重和水平张力 犎 的作用下形成１条曲线

犃犅。为了能方便地描述这条曲线，取缆索跨中上的

一点作为坐标原点犗（图１），根据缆索上力的平衡

可知在犗点处时竖向剪力犞 为０，在犅点处时犞＝

狇狊０／２。

图１ 悬挂缆索

犉犻犵．１ 犛狌狊狆犲狀犱犲犱犆犪犫犾犲

在图１坐标系下，设缆索上任意一点犘在变形

前的拉格朗日坐标为狊，变形后坐标为狆。因此由微

段上的应力应变关系有

ｄ狆－ｄ狊
ｄ狊

＝
犜（狆）

犈犃
（１）

式中：犜（狆）为缆索变形后的轴向拉力。

图２为缆索微段力学模型。在变形前的拉格朗

日坐标系下，根据缆索整体的力学平衡可知，在直角

坐标系下任意截面上的竖向剪力犞（狊）为

图２ 缆索微段力学模型

犉犻犵．２ 犕犲犮犺犪狀犻犮犪犾犕狅犱犲犾狅犳犆犪犫犾犲犻狀犕犻犮狉狅狊犮犪犾犲

犞（狊）＝狇狊 （２）

设θ为变形后拉格朗日坐标系下缆索曲线上任

意一点的切线相对于直角坐标系狓 轴的倾角。因

此，变形后任意截面的轴向拉力犜（狆）为

犜（狆）＝犎ｃｏｓθ＋狇狊ｓｉｎθ （３）

将式（３）代入式（１）可得

ｄ狆
ｄ狊
＝（犎ｃｏｓθ＋狇狊ｓｉｎθ）／（犈犃）＋１ （４）

根据图２中缆索微段上的几何关系可得

ｄ狓
ｄ狊
＝
ｄ狓
ｄ狆

ｄ狆
ｄ狊
＝ｃｏｓθ

ｄ狆
ｄ狊

ｄ狔
ｄ狊
＝
ｄ狔
ｄ狆

ｄ狆
ｄ狊
＝ｓｉｎθ

ｄ狆
ｄ

烍

烌

烎狊

（５）

设缆索曲线曲率关于拉格朗日坐标狆的函数

为犽（狆），则根据曲率的定义可得

ｄθ
ｄ狆
＝犽（狆） （６）

根据材料力学原理可得

－犈犐犽（狆）＝犕（狆） （７）

式中：犈犐为缆索截面抗弯刚度；犕（狆）为缆索变形后

任意截面的弯矩。

将式（７）对狆求导可得

－犈犐
ｄ犽（狆）

ｄ狆
＝
ｄ犕（狆）

ｄ狆
＝犙（狆） （８）

式中：犙（狆）为曲线任意微段上垂直于该微段的

剪力。

根据微段法向上的力学平衡原理可得

犙（狆）＝犞（狊）ｃｏｓθ－犎ｓｉｎθ （９）

将式（２）代入式（９）再代入式（８）可得

ｄ犽
ｄ狆
＝－（狇狊ｃｏｓθ－犎ｓｉｎθ）／（犈犐） （１０）
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将式（４）代入式（５）并联立式（６）、（１０）可得

ｄ狓
ｄ狊
＝
ｄ狓
ｄ狆

ｄ狆
ｄ狊
＝ｃｏｓθ·（

犎ｃｏｓθ＋狇狊ｓｉｎθ
犈犃

＋１）

ｄ狔
ｄ狊
＝
ｄ狔
ｄ狆

ｄ狆
ｄ狊
＝ｓｉｎθ·（

犎ｃｏｓθ＋狇狊ｓｉｎθ
犈犃

＋１）

ｄθ
ｄ狆
＝犽（狆）

ｄ犽
ｄ狆
＝－（狇狊ｃｏｓθ－犎ｓｉｎθ）／（犈犐

烍

烌

烎
）

（１１）

式（１１）即为考虑抗弯刚度时悬挂缆索在自重和

水平张力犎 作用下形成的曲线在微段上必然满足

的微分方程组。由于θ不显含狆，同时狆也是狊的

函数。因此式（１１）不能采用积分求解的方法得到狓

与狔关于狊的显式解，但可用数值方法求解。由式

（１１）可知，若不计抗弯刚度的影响，那么狇狊ｃｏｓθ－

犎ｓｉｎθ＝０，这便是相同坐标系下悬链线索段上的受

力平衡方程。对于式（１１），只要找到正确的边界条

件便可以通过数值积分方法得到缆索的实际线形。

２ 计算方法

要根据式（１１）采用数值积分求解出实际缆索的

线形，必须要知道微分方程组的边界值，本文中采用

基于二分法的打靶法来求解。对于如第１节所述的

１条已知无应力长度的缆索，两端铰接悬挂时在自

重和水平张力的作用下形成的１条曲线（图１），可

知在犗点处，初始坐标为狓＝０、狔＝０，初始切线倾角

θ＝０°，未知的是初始弯矩对应的初始曲率犽（狆）。

这里根据右端点的边界条件可知曲线右端点处的弯

矩必然为０Ｎ·ｍ，那么在打靶法求解过程中可以

把端点的曲率犽［狆（狊０／２）］作为目标条件。缆索线

形的计算过程如下：

（１）估算跨中弯矩初值。

（２）根据弯矩估算的初值采用龙格库塔法对方

程式（１１）和缆索的长度坐标狊进行数值积分，积分

区间为［０，狊０／２］。

（３）数值积分完成后，提取缆索右端的的曲率

犽［狆（狊０／２）］，如果犽［狆（狊０／２）］≠０，则返回第１步调

整初始弯矩，再次进行数值积分计算直到满足

犽［狆（狊０／２）］；最后在满足精度要求的情况下可以得

到考虑抗弯刚度时钢缆的悬挂线形。

３ 缆索线形

本文中对实际缆索结构悬索桥的主缆采用上述

方法进行研究。实际悬索桥的主缆通常是由Φ５高

强钢丝组成的，由于主缆在施工过程中是逐根钢丝

（ＡＳ法）或索股（ＰＰＷＳ法）架设而成的，因此可以

认为主缆悬挂的线形与单独１根缆索（或索股）的线

形是相同的。已知主缆材料的物理特性为：材料重

度ρ＝７８５００ Ｎ·ｍ
－３；弹性模量 犈＝２．０５×

１０２ＧＰａ。以下讨论缆索在不同几何特性时的悬挂

线形与悬链线理论计算结果的差别。

３．１ 固定无应力长度时不同水平张力下的缆索

线形

通过数值计算可以得到，１根无应力长度为

２０ｍ、圆截面直径为５ｍｍ钢丝在不同水平张力作

用下的悬挂线形与具有相同端点高度和无应力长度

的悬链线线形对比，如图３所示。从图３可以看出，

当水平张力较小时，由于抗弯刚度的影响缆索的线

形与悬链线明显是不同的，而当水平张力较大时两

者差别较小。从图４可以看出，随着水平张力的增

加，缆索跨中高差、缆索１／４点高差、缆索与悬链线

跨度差及缆索跨中弯矩都变得很小，它们的最小值

分别为１．９、１．８９、０．４３８ｍｍ及０．１３８３Ｎ·ｍ。

图３ 不同水平张力下的缆索线形

犉犻犵．３ 犆狌狉狏犲狊犺犪狆犲狊狅犳犆犪犫犾犲狊犝狀犱犲狉犇犻犳犳犲狉犲狀狋

犎狅狉犻狕狅狀狋犪犾犜犲狀狊犻狅狀狊

对于一根具有确定几何特性和物理特性、两端

等高悬挂的缆索，当犎＝０Ｎ时，考虑抗弯刚度的缆

索是一条具有一定跨度的曲线，而理论悬链线是一

条完全垂直的直线。实际缆索在犎＝０Ｎ时具有的

跨度为缆索的极限支承跨度，实际缆索的极限支承

跨度对应一个极限支承无应力长度，可以认为在极

限支承跨度内缆索的抗弯刚度使缆索不受水平张力

的作用。本文中通过计算得到截面直径５ｍｍ的缆

索的极限支承跨度为４．０６８ｍ ，极限支承长度为

１１．３５４ｍ，对应的极限支承弯矩为４．３１５４Ｎ·ｍ。

当犎 较大时缆索的垂跨比变小，缆索的线形逐渐接

近悬链线。
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图４ 固定无应力长度时不同水平张力下的缆索计算结果

犉犻犵．４ 犆犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀犚犲狊狌犾狋狊狅犳犆犪犫犾犲狊狑犻狋犺犆犲狉狋犪犻狀

犝狀狊狋狉犲狊狊犲犱犔犲狀犵狋犺狊犝狀犱犲狉犇犻犳犳犲狉犲狀狋犎狅狉犻狕狅狀狋犪犾犜犲狀狊犻狅狀狊

３．２ 固定无应力长度与跨度时不同截面尺寸下的

缆索线形

现假设缆索的跨度为１９．５ｍ，无应力长度为

２０ｍ，讨论在不同圆截面直径时缆索的悬挂线形与

每延米质量相同的悬链线的线形差别。数值计算结

果表明，在相同的无应力长度与跨度下，随着截面面

积的增加，缆索线形与悬链线的差别越来越大。如

图５所示，经计算可知当截面直径为５ｍｍ时缆索

的水平张力为３８．２１Ｎ，悬链线水平张力为３８．３８Ｎ；

缆索与悬链线跨中高差为－２．３ｍｍ，１／４点高差为

０．４ｍｍ。当缆索截面直径为７８．０８５ｍｍ时缆索的

水平张力为０Ｎ。截面直径为７８．０８５ｍｍ的缆索

在两端铰接悬挂时在自重作用下缆索的跨度刚好为

１９．５ｍ。这表明缆索截面有足够的抗弯惯性矩，在

相同跨度下缆索上承受的弯矩与自重相平衡而没有

水平张力，而每延米质量相同的悬链线水平张力为

９３７７．９Ｎ。当 截 面 直 径 取 为１００ｍｍ时，需 要

图５ 固定无应力长度与跨度时不同截面

尺寸下的缆索计算结果

犉犻犵．５ 犆犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀犚犲狊狌犾狋狊狅犳犆犪犫犾犲狊狑犻狋犺犆犲狉狋犪犻狀

犝狀狊狋狉犲狊狊犲犱犔犲狀犵狋犺狊犪狀犱犛狆犪狀狊犝狀犱犲狉

犇犻犳犳犲狉犲狀狋犛犲犮狋犻狅狀犪犾犇犻犿犲狀狊犻狅狀狊

－９７８４．８Ｎ的水平张力才能使缆索具有１９．５ｍ的

跨度，这是由于缆索截面抗弯刚度较大，缆索悬挂时

已经近似为简支梁，在水平方向的变形很小，因此水

平张力为负。由于截面直径很小时缆索与悬链线线

形差别很小，这里只给出１００ｍｍ直径、相同无应力

长度缆索悬挂曲线线形与悬链线的对比（图６）。

３．３ 固定垂跨比时不同截面尺寸与无应力长度下

的缆索线形

本文计算中发现，在固定垂跨比下，随着缆索无

应力长度取值的增加，缆索悬挂线形与悬链线线形

会逐渐接近，当缆索无应力长度计算取值达到一定

极限长度时，由于缆索与同截面尺寸悬链线线形非

常接近而导致计算不收敛。因此，这里取缆索垂跨

比为１∶１０，当缆索的几何特性如表１所示时，比较

缆索线形与同垂跨比的悬链线的线形。
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图６ 截面直径１００犿犿时的缆索线形

犉犻犵．６ 犆狌狉狏犲狊犺犪狆犲狊狅犳犆犪犫犾犲狑犺犲狀犇犻犪犿犲狋犲狉狅犳

犛犲犮狋犻狅狀犻狊１００犿犿

表１ 缆索的几何特性

犜犪犫．１ 犌犲狅犿犲狋狉犻犮犪犾犆犺犪狉犪犮狋犲狉犻狊狋犻犮狊狅犳犆犪犫犾犲狊

工况编号 １ ２ ３ ４ ５ ６

缆索截面直径／ｍｍ ５ １０ ２０ ４０ ８０ １００

无应力长度／ｍ ２３ ３８ ６０ ９８ １５２ １８２

　　图７为不同工况下同垂跨比的缆索与悬链线的

计算结果。从图７（ａ）～（ｃ）可以看出，在相同垂跨

比下，不同工况时悬链线与缆索线形的差别不大，无

应力长度差最大为６ｍｍ，１／４点高差最大为６．３ｍｍ。

这些差别随长度的增加而增加，这主要是由于数值

计算的精度限制造成的。当缆索截面几何尺寸增加

时，缆索的抗弯刚度增加，但当缆索较长时缆索的自

重较大，同垂跨比下缆索的悬挂线形与悬链线的差

别变小。

通过以上分析可知，缆索的抗弯刚度对缆索悬

挂的曲线线形是有一定影响的，悬挂缆索在一定程

度上可以看作是两端受拉的铰接梁。在本文的数值

计算中，当缆索较长而且线形接近悬链线时采用梁

理论计算不容易收敛。对于一根确定几何特性和物

理特性的悬挂缆索，当两端水平张力为０Ｎ时，随着

缆索长度的增加，缆索在自重的作用下为大挠度梁，

缆索两端的最大跨度不超过它的极限支承跨度，缆

索的极限支承跨度可以通过数值计算得到。当缆索

具有水平张力时，在水平张力的作用下缆索的垂跨

比越小，缆索悬挂线形越接近悬链线；缆索垂跨比一

定时缆索的无应力长度越长，缆索的抗弯刚度对悬

挂线形的影响越小，缆索悬挂线形也越接近悬链线。

４ 结 语

（１）缆索通常都具有一定的抗弯刚度，在抗弯刚

度的作用下缆索在两端铰接等高悬挂时的曲线线形

与悬链线有所区别，但这种区别在垂跨比减小、跨度

增加、缆索无应力长度增加时逐渐减小。

图７ 固定垂跨比时不同工况下的缆索计算结果

犉犻犵．７ 犆犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀犚犲狊狌犾狋狊狅犳犆犪犫犾犲狊狑犻狋犺犆犲狉狋犪犻狀

犛犪犵犚犪狋犻狅犝狀犱犲狉犇犻犳犳犲狉犲狀狋犠狅狉犽犻狀犵犆狅狀犱犻狋犻狅狀狊

（２）对于确定几何特性与材料特性的悬挂缆索，

当水平张力为０Ｎ时，缆索具有确定的极限支承跨

度和极限支承长度，在极限支承跨度内缆索靠抗弯

刚度支承自重。

（３）当固定垂跨比与缆索截面尺寸时，缆索越长

悬挂线形与悬链线差别越小。因此对于悬索桥的主

缆初始线形，索股的抗弯刚度对主缆线形几乎没有

影响，采用悬链线来计算所得线形与实际是相符的；

但对于跨度相对较小的斜拉索，其线形与悬链线是

有区别的。
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