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摘要：提出了一种基于拓扑导数的水平集方法，利用拓扑导数在材料的内部生成新的孔，再运用水

平集方法移动和融合新生成的孔，克服了传统水平集方法的缺点并保留其优点；通过数值算例展示

了传统水平集方法的缺点和新方法拓扑优化问题的改进效果。结果表明：提出的拓扑导数水平集

算法简单有效，可以进行连续体结构的拓扑优化设计。
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０ 引　言

水平集方法（ＬｅｖｅｌＳｅｔＭｅｔｈｏｄ）是国外学者

Ｏｓｈｅｒ和Ｓｅｔｈｉａｎ于１９８８年提出的一种用于追踪运

动界面的数值方法，它在流体力学、图像处理、材料

科学等领域得到了广泛的应用［１３］。与基于单元描

述方法相比，基于节点描述方法最大的一个特点就

是能够更直接地描述结构的几何拓扑形状，在结构

演化过程中，所有边界的几何信息都隐含于水平集

函数当中，这样对拓扑相关荷载和边界条件的处理

将变得比较容易。正是由于水平集方法的这些优

点，近年来，该方法在连续体结构拓扑优化设计方面

的研究取得了长足进步［４７］。然而，这种方法也有其

局限性，即传统的水平集方法只能移动和融合已存



在的孔，不能生成新的孔，而且过分依赖初始拓扑形

状，如果初始拓扑形状不够合理，就很难得到最

优解［８］。

本文中笔者针对传统水平集方法过分依赖初始

拓扑形状的缺点，利用拓扑导数的概念［９１１］，提出了

一个基于拓扑导数的水平集算法，用来克服传统水

平集方法的不足。

拓扑导数的思想首先是由Ｅｓｃｈｅｎａｕｅｒ等提出

来的：假设在定义域中产生一个小孔，用传统的拓扑

优化方法改变小孔，从而考察定义域上目标函数的

变化。Ｓｏｋｏｌｏｗｓｋｉ和Ｚｏｃｈｏｗｏｓｋｉ首先界定了拓扑

导数对任意形状的函数表达，提出了一种通过形状

敏度分析推导拓扑导数的方法，并推导出了针对椭

圆方程的计算公式。Ｇａｒｒｅａｕ等
［１２］将拓扑导数发展

到更一般的情况，即在弹性体内对任意形状的裂纹

进行计算。而在 Ａｌｌａｉｒｅ等
［１３］的论文中，作者就拓

扑优化问题，讨论了形状导数和拓扑导数与水平集

的联系，取得了很好的效果。

１ 拓扑优化中的传统水平集方法

考虑小变形弹性体结构拓扑优化问题。给定一

个设计域Ωｄｅｓ，所有可能的设计都限制在Ωｄｅｓ内，目

标就是寻求一个边界为Γ的结构体犇 的最优设计。

结构的拓扑形状是由隐式水平集函数φ（狓）来描述

的，２０００年Ｓｅｔｈｉａｎ和 Ｗｉｅｇｍａｎｎ首次把水平集函

数引入结构优化领域，采用如下的方式对结构的拓

扑形式加以描述

φ（狓）＞０　狓∈犇

φ（狓）＝０　狓∈Γ

φ（狓）＜０　狓∈Ωｄｅｓ＼

烍

烌

烎犇

（１）

初始水平集函数通常选择为一个符号距离函

数，这里水平集函数φ（狓）的取值被限定在［－α，α］

之间，α为参数，α＞０，即如果｜φ（狓）｜＞α，则φ（狓）＝

αｓｇｎ［φ（狓）］。

本文中考虑连续体结构的柔度最小化（即应变

能最小或刚度最大）问题，以结构的整体体积约束作

为优化的约束条件，在给定的荷载和位移边界条件

下，寻求结构的最优布局，也就是在设计域Ωｄｅｓ上找

出满足式（１）条件的水平集函数φ（狓）的值。

不考虑结构的体积力，结构的整体柔度犆可以

表示为

犆＝∫Γ狌
Ｔ
τｄΓ （２）

式中：狌为结构的位移场；τ为作用在边界Γ 上的分

布荷载，假定荷载大小及作用位置固定。

根据虚功原理，设计域中的实际应力场σ对于

虚位移场δ狌产生的虚变形δε所产生的虚变形能

δ犝 和外荷载τ对虚位移δ狌所做的虚功δ犠 相等，

即对任意的位移场狌∈犝，有

δ犝 ＝∫Ωｄｅｓ

犎［φ（狓）］δε
Ｔ
σｄΩ＝δ犠 ＝

　 　∫Γδ狌
Ｔ
τｄΓ　δ狌∈犝 （３）

　　犎（狓）＝
１　　狓≥０

０ 狓＜
烅
烄

烆 ０
（４）

式中：犝 为位移场容许空间；犎（狓）为 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ阶

跃函数；Ω为给定的设计域。

这样，最小柔度问题的优化模型可以写成如下

形式

ｍｉｎ犆（φ）＝ｍｉｎ∫Γ狌
Ｔ
τｄΓ＝

ｍｉｎ∫Ωｄｅｓ

犎（φ）犈犻犼犽犾ε犻犼（狌）ε犽犾（狌）ｄΩ （５）

ｓ．ｔ．

∫Ωｄｅｓ

犎（φ）犈犻犼犽犾ε犻犼（狌）ε犽犾（狏）ｄΩ＝

　　∫Ωｄｅｓ

τ狏δ（φ）狘φ狘ｄΩ狌狘Γｄ＝狌０　狏∈犝

犵＝∫Ωｄｅｓ

犎（φ）ｄΩ－犞０ ≤０

－α≤φ（狓）≤

烍

烌

烎α

（６）

式中：狌０ 为边界Γ的Γｄ部分的指定位移；狏为位移；

犞０ 为体积约束条件犵中结构实体部分所占的体积；

犈犻犼犽犾为弹性张量；ε犻犼（狌）、ε犽犾（狌）、ε犽犾（狏）为应力张量的

分量，ε犻犼（狌）＝
１

２
（狌犻
狓犼
＋
狌犼
狓犻
）。

上述最优化问题，可通过有限元法来求解，可参

见文献［８］。

为了证明传统水平集方法的有效性，给出下面

算例。

算例１：悬臂梁拓扑优化。

悬臂梁左端固定，右端为自由端，右端中间受竖

直向下的集中力，大小为１ｋＮ，梁的尺寸为８０ｃｍ×

４０ｃｍ，设实体材料的弹性模量和泊松比分别为犈＝

２００ＧＰａ和狏＝０．３，体积比限制为０．３５，计算网格

为８０×４０，四边形单元，按平面应力问题计算。悬

臂梁模型Ｉ见图１，用传统水平集方法计算的结果见

图２。

该计算结果与各向同性材料密度惩罚法（Ｓｏｌｉｄ
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图１ 悬臂梁模型Ⅰ（单位：犮犿）

犉犻犵．１ 犆犪狀狋犻犾犲狏犲狉犅犲犪犿犕狅犱犲犾Ⅰ （犝狀犻狋：犮犿）

图２ 传统水平集优化计算结果

犉犻犵．２ 犗狆狋犻犿犻狕犪狋犻狅狀犆犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀犚犲狊狌犾狋狊狅犳

犜狉犪犱犻狋犻狅狀犪犾犔犲狏犲犾犛犲狋

ＩｓｏｔｒｏｐｉｃＭａｔｅｒｉａｌｗｉｔｈＰｅｎａｌｉｚａｔｉｏｎ，ＳＩＭＰ方法）
［１４］

所得的拓扑图像基本一致，由此证明传统水平集方

法是有效的。

２ 传统水平集方法的局限性

传统水平集方法虽然有诸多优点，但也存在如

下一些缺点：

（１）由于传统水平集方法本质上是边界演化算

法，只能进行孔的移动和融合，不能产生新的孔，从

而要求初始设计必须预先给出多个孔。如果初始拓

扑给出的孔太少，即初始拓扑过于简单，则不能得到

最优拓扑。

（２）如果初始拓扑任意性太大，给出孔的布局不

合理，则会严重影响水平集方法的收敛速度，甚至导

致不收敛。

（３）由于受计算稳定性条件的限制，水平集方法

的计算效率比较低。

由上述可知，要合理地选择初始结构拓扑，必须

满足：①孔的个数要多；②孔的位置分布要合理。对

于一个新的拓扑优化设计，要精确做到这一点，是十

分困难的。事实上，给出的初始设计结构往往受限

于数值算法（如有限元算法的网格划分）和初始插入

孔的多少，这都限制了水平集拓扑优化算法的寻优

空间。

为了说明传统水平集拓扑优化方法的局限性，

仍然针对算例１的悬臂梁优化问题进行计算，以更

好地说明问题。

情形１：初始拓扑无孔。初始拓扑与传统水平

集方法计算的结果见图３。显然计算初始无孔的拓

扑计算不能得到最优解。

图３ 初始拓扑无孔时传统水平集方法的计算结果
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情形２：初始拓扑１个孔。初始拓扑与传统水

平集方法计算的结果见图４。可以看出，优化１个

孔的初始拓扑也不能得到最优解。

情形３：初始拓扑２个孔布局１。初始拓扑与

传统水平集方法计算的结果见图５。与算例１的结

果对比，此时也得不到正确结果。

情形４：初始拓扑２个孔布局２。初始拓扑与

传统水平集方法计算的结果见图６。与算例１的结

果对比，此时也得不到正确结果。可以看出，优化有

２个孔的初始拓扑也得不到最优解，而且初始孔的

布局对计算结果有影响。

情形５：初始拓扑３个孔。初始拓扑与传统水

平集方法计算的结果见图７，此时也得不到正确

结果。

情形６：初始拓扑４个孔布局１。初始拓扑与传

统水平集方法计算的结果见图８。可以看出，此时
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图４ 初始拓扑１个孔时传统水平集方法的计算结果
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图５ 初始拓扑２个孔布局１时传统水平集方法的

计算结果

犉犻犵．５ 犆犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀犚犲狊狌犾狋狊狅犳犐狀犻狋犻犪犾犜狅狆狅犾狅犵狔狑犻狋犺犜狑狅

犎狅犾犲狊犇犻狊狋狉犻犫狌狋犻狅狀１犫狔犜狉犪犱犻狋犻狅狀犪犾犔犲狏犲犾犛犲狋犕犲狋犺狅犱

也得不到正确结果。

情形７：初始拓扑４个孔布局２。初始拓扑与传

统水平集方法计算的结果见图９。可以看出，通过

计算布局合理的４个孔的初始拓扑可以得到比较好

的解，可看做最优解。

根据上述７种初始孔布局的计算，可以看出，用

传统水平集方法进行连续体拓扑结构优化计算时，

初始孔的多少、孔的位置对计算结果影响甚大，这一

缺陷必须加以克服。

３ 拓扑导数理论

第２节中的计算已证明，用传统水平集方法优

化拓扑结构，要求初始设计包含足够多的布局合理

的孔，优化过程通过孔的移动和融合来改变结构的

拓扑，但是不能生成新的孔，所以如果初始拓扑没有

图６ 初始拓扑２个孔布局２时传统水平集方法的

计算结果

犉犻犵．６ 犆犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀犚犲狊狌犾狋狊狅犳犐狀犻狋犻犪犾犜狅狆狅犾狅犵狔狑犻狋犺犜狑狅

犎狅犾犲狊犇犻狊狋狉犻犫狌狋犻狅狀２犫狔犜狉犪犱犻狋犻狅狀犪犾犔犲狏犲犾犛犲狋犕犲狋犺狅犱

图７ 初始拓扑３个孔时传统水平集方法的计算结果

犉犻犵．７ 犆犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀犚犲狊狌犾狋狊狅犳犐狀犻狋犻犪犾犜狅狆狅犾狅犵狔狑犻狋犺

犜犺狉犲犲犎狅犾犲狊犫狔犜狉犪犱犻狋犻狅狀犪犾犔犲狏犲犾犛犲狋犕犲狋犺狅犱

图８ 初始拓扑４个孔布局１时传统水平集方法的

计算结果

犉犻犵．８ 犆犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀犚犲狊狌犾狋狊狅犳犐狀犻狋犻犪犾犜狅狆狅犾狅犵狔狑犻狋犺犉狅狌狉

犎狅犾犲狊犇犻狊狋狉犻犫狌狋犻狅狀１犫狔犜狉犪犱犻狋犻狅狀犪犾犔犲狏犲犾犛犲狋犕犲狋犺狅犱
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图９ 初始拓扑４个孔布局２时传统水平集方法的

计算结果

犉犻犵．９ 犆犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀犚犲狊狌犾狋狊狅犳犐狀犻狋犻犪犾犜狅狆狅犾狅犵狔狑犻狋犺犉狅狌狉

犎狅犾犲狊犇犻狊狋狉犻犫狌狋犻狅狀２犫狔犜狉犪犱犻狋犻狅狀犪犾犔犲狏犲犾犛犲狋犕犲狋犺狅犱

给出布局合理且大量的孔，水平集函数是不能有效

地计算出结构的最优拓扑形状的。为了解决这个问

题，把拓扑导数引入水平集方法，利用拓扑导数生成

新的孔，再用水平集方法移动和融合新生成的孔。

对于一般的拓扑结构，只要结构的拓扑改变就

会产生相应的拓扑导数。设欲求问题的目标函数

犑（狌）可表示为

犑（狌）＝∫Ω
犉（狌）ｄΩ （７）

式中：犉（狌）为与优化问题有关的函数表达式。

犉（狌）是位移狌的函数，其位移解狌满足下面的

弱平衡方程

　　∫Ω
犈犻犼犽犾ε犻犼（狌）ε犽犾（狏）ｄΩ＝

　　　　∫Ω
狆狏ｄΩ＋∫Γτ狏ｄΓ　狌狘Γ ＝狌０，狏∈犝 （８）

式中：狆为体积力。

在定义域Ω内狓点开一半径为犲的小孔犅犲，用

Γ表示开孔前边界，Γ犲 表示开孔后边界。这样定义

拓扑导数犇Ｔ（狓）为

犇Ｔ（狓）＝ｌｉｍ
犲→０

犑（狌犲）－犑（狌）

ｍｅａｓ（犅犲）

犑（狌犲）＝∫Ω犲

犉（狌）ｄ
烍

烌

烎
Ω

（９）

式中：ｍｅａｓ（犅犲）为孔的测度；Ω犲为开孔后的定义域。

式（９）描述了定义域内某一点拓扑性质改变后

目标函数的相对变化率，如图１０所示。

一个拓扑在内部一点处开孔后其目标函数就会

发生相应的变化，即产生拓扑导数，因此，通过计算

拓扑中该点的拓扑导数信息，也就可以在拓扑中确

定开孔的位置。通过计算拓扑导数来确定在拓扑形

图１０ 定义域

犉犻犵．１０ 犇狅犿犪犻狀

状中开孔的点，并利用结构拓扑优化的水平集方法

融合或移动这些孔，最终收敛于满足约束函数的最

优解。

既然通过计算拓扑导数可以在合适的位置开

孔，那么也就可以对无孔的、简单的初始拓扑进行拓

扑预测，即在合适的点上开孔，以此来优化无孔的、

简单的初始拓扑，然后运用结构拓扑优化的水平集

方法对已经有孔的拓扑结构进行优化，融合或移动

这些孔。这样就得到一个拓扑导数与水平集方法结

合的新方法，它实质是借助拓扑导数来预测结构的

拓扑，在材料内部开孔，同时应用水平集方法来进一

步优化拓扑导数的预测结果，对已开的孔进行移动

或融合，对材料界面进行光滑处理。

考虑到在此过程中，结构的拓扑在不断变化，最

好让拓扑导数的计算与结构拓扑优化的水平集方法

交替进行，也就是说，在实现算法时，进行一步拓扑

导数计算，接着运行拓扑优化的水平集方法若干步，

不宜太多也不宜太少。拓扑优化的水平集方法计算

次数过多可能导致得到不正确的收敛解，如第２节

中的情形１；而过少可能无法使已开的孔完全融合

或移动。

现在的问题是如何确定应该开孔的位置，即如

何计算某点的拓扑导数值，文献［６］中给出了平面情

况下拓扑导数的结果。

拓扑导数犇Ｔ（狓）为

犇Ｔ（狓）＝－犉（狌）－狆＋犈犻犼犽犾ε犻犼（狌）ε犽犾（狑）－　　

３－狏
犈
σ
狌
σ
狑
－
１－狏
犈
Ｔｒ（σ

狌）Ｔｒ（σ
狑） （１０）

式中：Ｔｒ（·）表示张量的迹；狑为共轭位移场；σ
狌、

σ
狑 分别为由位移场狌、狑产生的应力张量。

计算完拓扑导数后，在拓扑导数负向最大的点
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上，也就是在目标函数下降率最大的点上开孔，这样

可以在较少的开孔数情况下，加快收敛速度。事实

上，这些点往往不只一个，如文献［１１］中所述，它们

往往分布在一些闭合的等值线上。

４ 拓扑导数与水平集算法

结合拓扑导数和水平集方法，下面给出本文新

的优化算法的流程。

首先，由初始化水平集函数φ（狓）计算速度场

犞，然后计算拓扑导数犇Ｔ（狓），在拓扑导数小于０的

点上引入一个孔，这样就得到一个新的拓扑形状，对

新的拓扑重新进行水平集和拓扑导数优化，重复上

述过程，直至水平集函数和拓扑导数都收敛（没有拓

扑导数小于０的点）。在实际计算中，最好多进行水

平集优化步骤而少进行拓扑导数计算，以便使新生

成的孔得到充分的移动和融合（水平集演化），因此，

引入一个整数犖 来限制拓扑导数的计算步骤与水

平集演化的计算步骤的比例。如犖＝５时，意味着

在一次拓扑导数计算前已经进行了４次水平集计算。

对于整数犽＝０，犖＝５，狀为自然数，执行如下循

环直到收敛：

（１）初始数据准备。初始化水平集函数φ（狓）及

其初始拓扑形状Ω０。离散其设计域，计算各节点的

拓扑导数。

（２）水平集函数演化。如果犽≠狀犖，对现在的

拓扑形状Ω犽 进行水平集演化，利用敏度分析，取适

当的速度场犞，求解水平集函数φ（狓）的演化方程，

即ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉ方程，得到新的拓扑形状Ω犽＋１，

令Ω犽Ω犽＋１，犽犽＋１。

（３）拓扑导数计算。如果犽＝狀犖，对现在的拓

扑形状Ω犽，计算各节点的拓扑导数。在拓扑导数

犇Ｔ（狓）＜０的点上，引入新的孔，得到新的拓扑形状

Ω犽＋１，令Ω犽Ω犽＋１，犽犽＋１；如果没有拓扑导数小

于０的点，则不需要引入新的孔，不用做任何演化，

仅令Ω犽Ω犽＋１，犽犽＋１。

（４）计算约束条件，判断是否满足。如果没有满

足，返回第２步；如果满足约束条件而且收敛，则结

束迭代计算。

可以看出，这是一个循环迭代的算法。与传统

水平集算法不同的是，它加入了拓扑导数的计算，可

以在拓扑结构内部生成孔，因此不要求初始拓扑形

状中含有孔。由于拓扑导数的计算是基于整个结构

拓扑形状的，所以得到的收敛结果一定是全局最优

解。在实际计算中，为了保持算法的稳定性和图像

的光滑性，所开的孔的大小不应超出一个网格。

为了证明该方法的有效性，给出下面３个算例：

算例２：悬臂梁。

为了比较方便，仍用第１节中算例１的悬臂梁

和所有参数、条件。图１１为拓扑导数水平集算法计

算算例１的优化结果。

图１１ 拓扑导数水平集算法计算算例１的优化结果

犉犻犵．１１ 犗狆狋犻犿犻狕犪狋犻狅狀犚犲狊狌犾狋狊狅犳犆犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀犈狓犪犿狆犾犲１

犳狅狉犜狅狆狅犾狅犵狔犇犲狉犻狏犪狋犻狏犲犾犲狏犲犾犛犲狋犃犾犵狅狉犻狋犺犿

比较图２和图１１可以看出，基于拓扑导数的水

平集改进优化算法，大部分步骤仍然是水平集优化，

利用拓扑导数开孔的步骤并不多，得到的优化结果

与用传统水平集方法得到的结果变化不大，该方法

的优点在于不需要预先在初始拓扑中开孔，并且利

用拓扑导数开的孔一定是可以使得目标函数下降的

必要的孔。下面的算例３和算例４都是用本文中的

基于拓扑导数的水平集方法计算出的结果。可以看

出，所得结果与用ＳＩＭＰ方法的结果完全类似
［１５］。

算例３：右端下部受力悬臂梁。

如图１２所示，悬臂梁左端固定，右端为自由端，

右端下部受竖直向下的荷载作用，荷载大小为

１ｋＮ，梁的尺寸为８０ｃｍ×４０ｃｍ，设实体材料的弹

性模量和泊松比分别为２００ＧＰａ和０．３，体积比限

制为０．３５，计算网格为８０×４０，四边形单元。目标

函数取为结构柔度最小，运算迭代结果见图１３。

算例４：ＭＢＢ梁。

图１４为上部中点受集中力的ＭＢＢ梁模型。
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图１２ 悬臂梁模型Ⅱ（单位：犮犿）

犉犻犵．１２ 犆犪狀狋犻犾犲狏犲狉犅犲犪犿犕狅犱犲犾Ⅱ （犝狀犻狋：犮犿）

图１３ 拓扑导数水平集算法计算算例３的优化结果

犉犻犵．１３ 犗狆狋犻犿犻狕犪狋犻狅狀犚犲狊狌犾狋狊狅犳犆犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀犈狓犪犿狆犾犲３

犳狅狉犜狅狆狅犾狅犵狔犇犲狉犻狏犪狋犻狏犲犾犲狏犲犾犛犲狋犃犾犵狅狉犻狋犺犿

图１４ 上部中点受集中力的 犕犅犅梁模型（单位：犮犿）

犉犻犵．１４ 犕犅犅犅犲犪犿犕狅犱犲犾犝狀犱犲狉犆狅狀犮犲狀狋狉犪狋犲犱

犉狅狉犮犲犪狋犜狅狆犕犻犱狆狅犻狀狋（犝狀犻狋：犮犿）

设计域为１２０ｃｍ×４０ｃｍ，其左下角狓、狔方向上都

固定，右下角只固定狔方向，在上部中点受垂直向

下的集中荷载作用，荷载大小为１ｋＮ。设材料的弹

性模量和泊松比分别为２００ＧＰａ和０．３，体积比限

制为０．３５，计算网格为１２０×４０，计算结果见图１５。

图１５ 拓扑导数水平集算法计算算例４的优化结果

犉犻犵．１５ 犗狆狋犻犿犻狕犪狋犻狅狀犚犲狊狌犾狋狊狅犳犆犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀犈狓犪犿狆犾犲４

犳狅狉犜狅狆狅犾狅犵狔犇犲狉犻狏犪狋犻狏犲犾犲狏犲犾犛犲狋犃犾犵狅狉犻狋犺犿

　　算例２～４的结果与文献［１５］中ＳＩＭＰ方法的

结果对比表明，本文方法结果与ＳＩＭＰ方法的结果

完全类似，这也证明了本文方法的有效性与正确性。

５ 结 语

（１）通过给出的算例可以看出，传统水平集方法

有很大的局限性，它只能融合和移动已经给出的孔，

而不能在材料内部生成新的孔，其优化结果过于依

赖初始条件，如在二维情况下，给出的初始拓扑是有

很多孔的平板，并在优化过程中依靠这些孔的融合

和移动来形成最终的拓扑，如果初始拓扑不够复杂，

则无法得到最优的拓扑形状。这对水平集的推广和

应用带来了很大不便，需要进一步改善。

（２）本文中将传统的水平集方法和拓扑导数理

论结合在一起，提出了一种基于拓扑导数的改进水

平集方法，它不需要在初始模型中给出大量的孔，而

是利用拓扑导数生成孔，运用水平集方法移动和融

合生成的孔并确定下一步的拓扑模型，同时再次计

算拓扑导数生成新的孔，如此循环直到收敛。该方

法克服了传统水平集方法的缺点，并保留了其优点。

对给出的算例进行比较，取得到了令人满意的结果。
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