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摘要：基于弹性体激振下的运动方程以及入射波与反射波的叠加理论，结合坐标变换和傅里叶变

换，建立了分析移动荷载作用下弹性半空间土体动力响应的谱元法。对某实际算例中路面的各力

学性能指标进行动力响应分析，得出了由于荷载速度、荷载频率以及土体阻尼比不同而导致的土体

表面各点竖向位移的变化，并与其他方法计算结果进行对比。结果表明：该方法合理、可行。

关键词：移动荷载；弹性半空间土体；傅里叶变换；动力响应；谱元法

中图分类号：ＴＵ４３５　　　文献标志码：Ａ

犇狔狀犪犿犻犮犚犲狊狆狅狀狊犲狅犳犈犾犪狊狋犻犮犎犪犾犳狊狆犪犮犲犛狅犻犾犝狀犱犲狉犕狅狏犻狀犵犔狅犪犱狊

ＹＡＮＫｅｚｈｅｎ１
，２，ＷＵＬｕｏｃｈｅｎｇ

２，ＺＨＵＸｉａｎｇｐｉｎｇ
２

（１．ＫｅｙＬａｂｏｒａｔｏｒｙｏｆＧｅｏｔｅｃｈｎｉｃａｌａｎｄＵｎｄｅｒｇｒｏｕｎｄＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＭｉｎｉｓｔｒｙｏｆＥｄｕｃａｔｉｏｎ，

ＴｏｎｇｊｉＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｓｈａｎｇｈａｉ２０００９２，Ｃｈｉｎａ；２．ＳｃｈｏｏｌｏｆＣｉｖｉｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，

ＨｕｎａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｃｈａｎｇｓｈａ４１００８２，Ｈｕｎａｎ，Ｃｈｉｎａ）

犃犫狊狋狉犪犮狋：Ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｍｏｔｉｏｎｕｎｄｅｒｔｈｅｅｌａｓｔｏｍｅｒｉｃｅｘｃｉｔａｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎ

ｔｈｅｏｒｙｏｆｉｎｃｉｄｅｎｔａｎｄｒｅｆｌｅｃｔｅｄｗａｖｅ，ｃｏｍｂｉｎｅｄｗｉｔｈｔｈｅｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎａｎｄＦｏｕｒｉｅｒ

ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ，ａｓｐｅｃｔｒａｌｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄｏｆａｎａｌｙｚｉｎｇｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｅｌａｓｔｉｃｈａｌｆｓｐａｃｅ

ｓｏｉｌｕｎｄｅｒｍｏｖｉｎｇｌｏａｄｓｗａｓｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ．Ｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆｖａｒｉｏｕｓｍｅｃｈａｎｉｃａｌｐｒｏｐｅｒｔｙ

ｉｎｄｅｘｅｓｉｎｔｈｅｒｏａｄｏｆｔｈｅｐｒａｃｔｉｃａｌｅｘａｍｐｌｅｓｗｅｒｅａｎａｌｙｚｅｄａｎｄｔｈｅｖｅｒｔｉｃａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｏｆｔｈｅ

ｐｏｉｎｔｃｈａｎｇｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓｄｕｅｔｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔｌｏａｄｓｐｅｅｄｓ，ｌｏａｄｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓａｓｗｅｌｌａｓｄａｍｐｉｎｇｒａｔｉｏｓ

ｏｆｓｏｉｌｗｅｒｅｇａｉｎｅｄ．Ｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｗｅｒｅｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈｔｈｅｏｔｈｅｒｍｅｔｈｏｄｓ．Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓ

ｓｈｏｗｔｈａｔｓｐｅｃｔｒａｌｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄｈａｓｆｅａｓｉｂｉｌｉｔｙａｎｄｒａｔｉｏｎａｌｉｔｙ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：ｍｏｖｉｎｇｌｏａｄ；ｅｌａｓｔｉｃｈａｌｆｓｐａｃｅｓｏｉｌ；Ｆｏｕｒｉｅｒｔｒａｎｓｆｏｒｍ；ｄｙｎａｍｉｃｒｅｓｐｏｎｓｅ；ｓｐｅｃｔｒａｌ

ｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ

０ 引　言

随着中国轨道交通速度的大幅提升，移动荷载

作用下的路基土动力响应日趋复杂。蒋建群等［１］通

过傅里叶积分变换法，算得了移动荷载作用下弹性

半空间体内部质点的响应及其表面位移；谢伟平

等［２］将轨道地基系统简化为 Ｗｉｎｋｌｅ梁模型，研究

了高速移动荷载作用下轨道与地表动力响应；聂志

红等［３］基于层状梁和粘弹性半空间体理论建立了轨

道路基耦合动力模型，得到了移动荷载下路基稳态

响应；左迎辉等［４］采用半解析法分析了饱和半空间

在移动荷载作用下的动力响应；张昀青［５］推导出了

移动荷载作用下半无限土体中任一点的动力响应在

时域、频域和频率或波数域内的表达式。但仍有不



足之处：①土层厚度较大时可能出现数值失真或发

生数值溢出问题；②复杂的积分变换和含奇点的无

穷积分，数值实现上仍有不少困难；③需要对地基进

行人工分细分层，计算量较大［６１０］。

本文中笔者运用弹性体激振下的运动方程以及

入射波与反射波的叠加理论，推导出了求解移动荷

载作用下弹性半空间土体动力响应的谱元法，此方

法将行波方程的解作为位移形函数，大大提高了运

算速度，结果准确且效率高，通过实际算例分析，表

明了该方法的合理性。

１ 几何模型

本文中研究的是长度为２犫（犫为半荷载长），匀

速移动的线性荷载（荷载移动速度为犮）作用在半无

限空间上时的动力响应。在垂直狓狕平面方向上，

土体视为无限分布，则问题可以简化为半平面问题，

如图１所示。

图１ 几何模型

犉犻犵．１ 犌犲狅犿犲狋狉犻犮犕狅犱犲犾

２ 基本方程

２．１ 动力控制方程

各向同性均质弹性体在受到动力荷载时，会产

生Ｐ波和Ｓ波。运动微分方程为
［１１］

（λ＋μ）（·狌）＋μ
２狌＝ρü （１）
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式中：表示求散度；狌为位移分量；ü为位移对时

间的二阶导数；ρ为土体密度；λ，μ为Ｌａｍｅ常数；犈

为弹性模量；ν为泊松比；η为阻尼比。

２．２ 势函数

二维波动方程为
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式中：Φ为等容波势函数；Ψ 为剪切波势函数；狋为荷

载作用时间；狓１表示狓方向；狓３ 表示狕方向；犮１，犮２ 为

λ，狋和μ的函数，犮
２
１＝
λ＋２μ
ρ

＝
犈（１－ν）（１＋ｉη）
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２．３ 应力方程

就Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ势函数而言，应力方程可表示为

σ３３＝λ
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式中：σ３３，τ１３分别为正应力和切应力。

３ 方程求解

３．１ 坐标变换

对位移方程和势函数进行坐标变换得狓＝狓１－

犮狋，将原势函数Φ对时间求导并代入二维波动方程

式（３），可以得到新的势函数动力方程为
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式中：ω为荷载角频率。

方程式（４）边界条件中的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ势函数Φ

和Ψ 被Φｅ
ｉ狑狋和Ψｅ

ｉ狑狋取代。

３．２ 傅里叶变换

采用傅里叶变换，定义如下

珔犺（β，狕）＝∫
＋∞

－∞
犺（狓，狕）ｅ－ｉβ狓ｄ狓 （６）

式中：β为傅里叶变换参数。

对动力方程式（５）进行傅里叶变换，得
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式中：犽狀＝ω／犮狀，狀＝１，２。

解微分方程得

珚Φ＝犃ｅ
－ｉα１狕，珡Ψ＝犅ｅ

－ｉα２狕 （８）

式中：α
２
１＝犽

２
１（１－β／犽）

２－β
２，α

２
２＝犽

２
２（１－β／犽）

２－β
２；

犃，犅为系数；狕为竖向深度。

对应力方程式（４）应用傅里叶变换，并将方程式

（８）代入，得出犃和犅 的系数表达式为

犃［ ］
犅
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式中：σ狕 为狕方向上的正应力；τ狓狕为狓狕平面的切

应力。

将系数矩阵表达式（９）代入矩阵形式表达的位

移方程，可得位移狌，狑和应力关系的表达式为

狌［ ］
狑
＝

　ｉβｅ
－ｉα１狕　ｉα２ｅ

－ｉα２狕
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熿

燀

燄

燅狕

－１

σ狕

τ
［ ］
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（１０）

时间域下的移动荷载可以通过傅里叶变换转化

为频率域内的形式

犘（狋）＝

－狆ｅ
ｉω狋／（２犫）　｜狓１－犮狋｜≤犫

０　　　　　　

烅

烄

烆 其他

（１１）

式中：犘（狋）为随时间变化的简谐荷载函数；狆为荷载

的幅值。

对荷载进行傅里叶变换

犘（β）＝∫
犫

－犫

－狆
２犫
ｅｉω狋ｅ－ｉβ狓ｄ狓＝

－狆ｅ
ｉ狑狋ｓｉｎ（β犫）

β犫
（１２）

３．３ 方程求解

由方程式（４）的边界条件，可得频率域内的边界

条件为

σ狕＝
－狆ｅ

ｉω狋ｓｉｎ（β犫）

β犫

τ狓狕

烍

烌

烎＝０

（１３）

将方程式（１３）代入方程式（１０），可得频率域内

位移的波动解为
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２
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　　　２βα１ｅ
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２
２－β

２）ｅ－ｉα２

熿

燀
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·
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熿
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（１４）

４ 算例分析

当只采用一个层厚无穷大的单节点单元时则为

半无限空间结构。考察半无限空间结构施加匀速移

动的均布线荷载，算例模型如图１所示，土体参数见

表１。

根据本文中的方法，可得出相同荷载速度、不同

表１ 土体参数

犜犪犫．１ 犛狅犻犾犘犪狉犪犿犲狋犲狉狊

参数 数值

弹性模量犈／ＭＰａ ２６９

泊松比ν ０．２５７

阻尼比η ０．１

瑞利波速犮Ｒ／（ｍ·ｓ－１） ２４２

半荷载长犫／ｍ ０．７５

荷载犘／（Ｎ·ｍ－１） ２π

荷载频率犳（犳＝２π／ω）作用下土体表面各点与其竖

向位移的关系，如图２所示，其中，｜狑｜为竖向位移。

图２ 不同荷载频率下的竖向位移

犉犻犵．２ 犞犲狉狋犻犮犪犾犇犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋狊犝狀犱犲狉犇犻犳犳犲狉犲狀狋

犔狅犪犱犉狉犲狇狌犲狀犮犻犲狊

由图２可知：

（１）荷载速度越大，土体表面各点的竖向位移对

称性越弱。

（２）当荷载速度不变时，随着荷载频率的增加，

土体表面的最大竖向位移逐渐减小。

图３为相同荷载频率、不同荷载速度作用下土
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图３ 不同荷载速度下的竖向位移

犉犻犵．３ 犞犲狉狋犻犮犪犾犇犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋狊犝狀犱犲狉犇犻犳犳犲狉犲狀狋犔狅犪犱犛狆犲犲犱狊

体表面各点与其竖向位移的关系。

由图３可知：

（１）当荷载频率较低时，荷载速度对土体表面的

最大竖向位移影响非常明显。

（２）在相同荷载频率作用下，荷载速度越高，土

体表面各点的竖向位移曲线由荷载中心向两边衰减

得越快。随着荷载频率的增大，土体表面各点的竖

向位移递减曲线不再平滑，并且开始出现波动性。

（３）在相同荷载频率作用下，荷载中心点处的最

大竖向位移随荷载速度的增加而增大。

不同阻尼比情况下的土体在相同荷载频率和荷

载速度作用下土体表面各点与其竖向位移关系如图

４所示。由图４可知：土体表面各点的竖向位移随半

无限空间体的阻尼比逐渐增大而减小，阻尼比对土体

表面竖向位移的衰减趋势和波动性的影响不十分明

显。与文献［６］中的计算结果对比如图５所示。

图４ 不同阻尼比下的土体竖向位移

犉犻犵．４ 犞犲狉狋犻犮犪犾犇犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋狊狅犳犛狅犻犾犝狀犱犲狉

犇犻犳犳犲狉犲狀狋犇犪犿狆犻狀犵犚犪狋犻狅狊

图５ 计算结果比较

犉犻犵．５ 犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀狊狅犳犆犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀犚犲狊狌犾狋狊

由图４，５可以看出，谱元法的计算结果与文献

［６］中的结果基本吻合，验证了该方法的正确性。

５ 结 语

（１）当荷载速度为０时，土体表面各点的竖向位
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移沿着荷载中心点对称，移动荷载速度越大，土体表

面各点的竖向位移对称性越弱。

（２）当荷载频率较低时，荷载速度对土体表面的

最大竖向位移影响非常明显；当荷载频率较高时，荷

载速度对土体表面的竖向位移影响不明显，随着荷

载频率的增大，土体表面各点竖向位移的递减曲线

不再平滑，并且开始出现波动性。

（３）土体表面各点的竖向位移随半无限空间土

体的阻尼比增大而减小，阻尼比对土体表面竖向位

移的衰减趋势和波动性的影响不十分明显。
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